N! Universitat d'Alacant

Universidad de Alicante

Analisis de la comprension de
Divisibilidad en el conjunto de los Numeros

Naturales.

Samuel David Bodi Pascual

iy Doctorales
www.eltallerdigital.com UNIVERSIDAD de ALICANTE

ISBN: 978-84-690-9721-2 - Deposito Legal: A-171-2008


http://www.ua.es
http://www.ua.es
www.eltallerdigital.com

s ——amm- Joctorales

UNIVERSIDAD de ALICANTE

UNIVERSIDAD DE ALICANTE

FACULTAD DE EDUCACION

Departamento de Innovacion y Formacion Didactica

Analisis de la comprension de Divisibilidad en el conjunto de los Niimeros

Naturales.

ISBN: 978-84-690-9721-2 - Depdsito Legal: A-171-2008

Samuel David Bodi Pascual
Alicante, 2006

Nl Universitat d'Alacant

Universidad de Alicante



http://www.ua.es

iS5 Doctorales

UNIVERSIDAD de ALICANTE

AGRADECIMIENTOS
LISTA DE TABLAS Y ESQUEMAS

1. IDENTIFICACION DEL PROBLEMA

1.1. LADIVISIBILIDAD EN N

1.1.1. Desarrollo histérico de la Divisibilidad.

1.2. CURRICULO DE DIVISIBILIDAD EN EDUCACION PRIMARIA Y
SECUNDARIA EN EL SIGLO XX

1.3. LA DIVISIBILIDAD EN LA EDUCACION SECUNDARIA ACTUAL EN LOS
LIBROS DE TEXTO

1.4.LA “COMPRENSION DE LA DIVISIBILIDAD” COMO AMBITO DE
INVESTIGACION

Nl Universitat d’Alacant

Universidad de Alicante



= Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

2. MARCO TEORICO

2.1. LA CONSTRUCCION DE OBJETOS MATEMATICOS

2.2.UNA APROXIMACION PIAGETIANA DE LA CONSTRUCCION DEL
CONOCIMIENTO

2.2.1.Teoria APOS.
2.2.1.1. Las construcciones mentales.
2.2.1.2. Los mecanismos.
2.2.1.3. Ladescomposicion genética.

2.2.1.4. Desarrollo de un esquema.

2.2.2.Potencialidad de la Teoria APOS.

2.2.3.La comprension de la divisibilidad en N desde la Teoria APOS.

2.3. OBJETIVOS DE LA INVESTIGACION.

3. DISENO DE LA INVESTIGACION

Universitat d'Alacant
Universidad de Alicante



= Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

3.1.DISENO, APLICACION Y ANALISIS CUANTITATIVO  DEL
CUESTIONARIO PILOTO

3.1.1. Sujetos.
3.1.2.1dentificacion de los contenidos del cuestionario piloto.
3.1.3.Elaboracion del cuestionario piloto.
3.1.4. Aplicacion y analisis cuantitativo del cuestionario piloto:
1. indice de Dificultad
2. Homogeneidad.
3. Indice de Discriminacion (correlacion biserial puntual).
4. indice de Fiabilidad.
5. Validez.
6.  Generalizabilidad.
3.1.5.Conclusiones del andlisis del cuestionario piloto.

3.2. PRUEBA DEFINITIVA

3.2.1. Sujetos.
3.2.2. Instrumentos de recogida de datos.
3.2.2.1. El Cuestionario.
e Los problemas del cuestionario.

o Elementos y representaciones de las nociones de divisibilidad.

Universitat d'Alacant
Universidad de Alicante



3.2.2.2. Las entrevistas.

e Seleccion de los estudiantes para las entrevistas clinicas.

e Sobre el disefio de la entrevista.

3.3. PROCEDIMIENTOS DE ANALISIS

3.3.1. Caracterizacion de las formas de conocer la divisibilidad.
3.3.2. Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidad.
3.3.3.Fases del Andlisis.

4. RESULTADOS

4.1. ANALISIS CUANTITATIVO

1. indice de Dificultad.
2. Indice de Fiabilidad.
3. Generalizabilidad.

4. Validez del Constructo.

4.2. ANALISIS CUALITATIVO.

4.2.1.Caracteristicas de la formas de conocer los elementos matematicos.

Universitat d'Alacant
Universidad de Alicante

= Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE



= Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

4.2.1.1. Forma de conocer Accion.
4.2.1.2. Forma de conocer Proceso.

4.2.1.3. Forma de conocer Objeto.
4.2.2. Caracterizacion de los niveles de desarrollo del esquema de Divisibilidad.
4.2.2.1. Nivel Intra.
4.2.2.2. Nivelinter.
4.2.2.3. Nivel Trans.

4.2.2.4. Caracteristicas del desarrollo del esquema de Divisibilidad en N.

4.2.3. Tematizacion del esquema de Divisibilidad.

5. DISCUSION Y CONCLUSIONES

51.SOBRE LAS FORMAS DE CONOCER LOS ELEMENTOS
MATEMATICOS DEL ESQUEMA DE DIVISIBILIDAD.

5.2. DESARROLLO DEL ESQUEMA DE DIVISIBILIDAD.

Universitat d'Alacant
Universidad de Alicante



= Doctorales

N

UNIVERSIDAD de ALICANTE

53.L0S MODOS DE REPRESENTACION, LA UNICIDAD DE LA
DESCOMPOSICION FACTORIAL Y EL DESARROLLO DEL ESQUEMA
DE DIVISIBILIDAD

5.4. LA CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO
5.5. LIMITACIONES. IMPLICACIONES PARA FUTURAS INVESTIGACIONES

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Universitat d'Alacant
Universidad de Alicante



Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

AGRADECIMIENTOS

Desde estas lineas quiero mostrar mi agradecimiento a la Directora de esta Tesis, la Dra. D2 Julia Valls

Gonzélez, y al Director del Departamento de Innovacion y Formacion Didactica de la Universidad de
Alicante, Dr. D. Salvador Llinares Ciscar, por su ayuda continua, por su apoyo, por su rigor y por su
contribucion cientifica, y sin los cuales esta Tesis no podria haber sido una realidad. Gracias por estar ahi

y por ensefiarme a aprender, a mejorar la practica docente y a ensefiar.

Al Dr. D. Leandro Navas Martinez por sus consejos, orientaciones y ayuda para realizar el analisis

cuantitativo de los datos de la investigacion.

A los profesores y alumnos de los diferentes Centros educativos que colaboraron en la realizacion de esta

investigacion.

Por ultimo, quiero dar las gracias a nuestros familiares, sobre todo a los ausentes, por su estimulo y por

su paciencia, dando siempre su animo para la realizacion y conclusion de esta Tesis.

(Esta Tesis Doctoral ha recibido una Ayuda a la Investigacion en la convocatoria del afio 2004, del

Instituto Alicantino de Cultura Juan Gil-Albert de la Diputacion de Alicante)

- Samuel David Bodi Pascual 1



Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

A ma mare, per tot i per tant

Car no perdura el vent de les paraules,
ans el risc de donar-se per comprendre

i el que compta és I'esforg de cada dia
compartit tenagment amb els qui creuen
que cada gest eixampla I'esperanga,

que cap dia no es perd per als qui lluiten.

Marti i Pol

¢ Qué es la vida? Un frenesi.

¢ Qué es la vida? Una ilusion,
una sombra, una ficcion,

y el mayor bien es pequefio:

que toda la vida es suefio,

y los suefios, suefios son.

Calderén de la Barca

- Samuel David Bodi Pascual 2



Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

LISTA DE TABLAS Y ESQUEMAS

Tabla1.1. Contenidos de Divisibilidad en los Cuestionarios Nacionales de 1953 y 1965.

Tabla 1.2. Contenidos, desarrollo curricular y actividades sobre divisibilidad. Editorial SM.

Tabla 1.3. Contenidos, desarrollo curricular y actividades sobre divisibilidad. Editorial Marfil.

Esquema 2.1. Esquema del marco tedrico APOS.

Tabla 3.1. Desarrollo Curricular de la Divisibilidad en N.

Tabla 3.2. indice de Dificultad en cada uno de los cursos estudiados.

Tabla 3.3. Categorizacion de los indices de Dificultad.

Tabla 3.4. Matriz de componentes rotados. Cuestionario piloto.

Cuestionario 3.5. Cuestionario Definitivo: Problemas, items, procedencia y objetivos.

Tabla 3.6. Elementos Matematicos Divisibilidad.

Esquema 3.1. Proceso de elaboracion definitiva de los instrumentos de recogida de datos
del Cuestionario.

Tabla 3.7. Distribucion del numero de alumnos, por niveles y deciles, que se han seleccionado
para la entrevista clinica.

Tabla 3.8. Caracterizacion de las Formas de Conocer la Divisibilidad en N.

Tabla 3.9. Caracterizacion de los niveles del desarrollo del esquema de Divisibilidad.

Esquema 3.2. Fase 1 del procedimiento de analisis.

Esquema 3.3. Fase 2 del procedimiento de analisis.

Tabla 4.1. indices de Dificultad por cursos.

Tabla 4.2. Categorizacion de los indices de Dificultad por cursos.

Tabla 4.3. Categorizacion de los niveles de Dificultad por items.

Tabla 4.4. Categorias de dificultad de los items en los distintos cursos

Tabla 4.5. Coeficientes de Generalizabilidad.

Tabla 4.6. Factores obtenidos de la matriz de componentes rotados.

Tabla 4.7. Formas de conocer los elementos matematicos de Divisibilidad de los estudiantes de
1° de ESO.

7N Samuel David Bodi Pascual 3



Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

Tabla 4.8. Formas de conocer los elementos matematicos de Divisibilidad de los estudiantes de
4° de ESO.

Tabla 4.9. Formas de conocer los elementos matematicos de Divisibilidad de los estudiantes de
1° de Bachillerato.

Tabla 4.10. Distribucion de los estudiantes en los diferentes cursos segun las formas de conocer
los elementos matematicos de Divisibilidad.

Tabla 4.11. Estudiantes entrevistados asignados al Nivel Intra del desarrollo del esquema de
Divisibilidad.

Tabla 4.12. Estudiantes entrevistados asignados al Nivel inter del desarrollo del esquema de
Divisibilidad.

Tabla 4.13. Estudiantes entrevistados asignados al Nivel Trans del desarrollo del esquema de
Divisibilidad.

Tabla 4.14. Numero de estudiantes englobados en los diferentes niveles de desarrollo del

esquema de Divisibilidad.

N Samuel David Bodi Pascual 4



Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

CAPITULO 1. IDENTIFICACION DEL PROBLEMA

El presente trabajo trata de la comprension de los alumnos de Educacion Secundaria sobre la

divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales. El estudio se centra en las formas de conocer y de
construir el conocimiento de los conceptos de divisibilidad en el conjunto de los nimeros naturales, en un
rango de edad de 12 a 17 afios- 1° de Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO), 4° de ESO, tanto en la
modalidad de la opcion A como B, y de 1° de Bachillerato, opciones Cientifico-Técnica y de Humanidades
y Ciencias Sociales- (D.0.G.V de 8 de marzo de 2002 y D.0.G.V de 5 de abril de 2002). EI campo en que
se ubica el trabajo realizado es el de Pensamiento Numérico, dentro de la investigacion en Didactica de la

Matematica.

En este primer capitulo realizaremos una breve reflexion sobre la divisibilidad en el conjunto de los
numeros naturales tanto en el curriculo de la educacion primaria como en el de educacion secundaria, y
su tratamiento en los libros de texto de la educacion secundaria ubicados en este momento en el primer
ciclo. Finalizamos este capitulo exponiendo distintas aportaciones de diferentes investigadores sobre la

comprensidn de la divisibilidad en N.

La reflexion sobre la importancia del pensamiento, del razonamiento, de la resolucion de problemas y
de la comunicacion centran los actuales esfuerzos de las matematicas escolares (Silver et al., 1997).
Sefialan estos autores que no es suficiente que los alumnos conozcan los procedimientos aritméticos
basicos, si no que ademas es necesario que sepan aplicarlos cuando corresponda y dar sentido a las
situaciones que aparezcan desarrollando estrategias que les permitan formular y resolver problemas. Por
ello, se espera que los alumnos sean capaces de dar una estructura a las nuevas situaciones, que
generen hipdtesis y analicen criticamente las estrategias mas adecuadas en cada situacion, de modo que
estos estudiantes lleguen a ser ciudadanos mas capacitados y estén preparados para afrontar los

desafios del nuevo siglo.

Los Decretos Curriculares de Educacion Secundaria (Decretos 1007/1991, 831/2003, 47/1992 y
39/2002) y Bachillerato (1178/1992, 832/2003, 174/1994 y 50/2002) destacan la importancia de la

a Samuel David Bodi Pascual 5
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aplicacion de las matematicas, mas alla de la especializacién cientifica, de su relacion con las demas
ciencias, y de su caracter instrumental, que ayude al alumno a comprender la realidad que le rodea. En
Educacién Secundaria cabe considerar la etapa obligatoria donde se han de cubrir las necesidades
matematicas basicas y proporcionar los instrumentos necesarios para posteriores estudios. Todos los
alumnos deben adquirir los conocimientos necesarios para desenvolverse como ciudadanos capaces de
ejercer sus derechos y sus deberes en una sociedad que incorpora cada vez méas a su funcionamiento, a

sus actividades y a su lenguaje ciertos aspectos matematicos.

Para encuadrar nuestra investigacion sobre la comprension de la Divisibilidad hemos realizado un
andlisis histérico de contenidos de la divisibilidad a partir del desarrollo del curriculo y del que realizan los
proyectos editoriales. El andlisis historico y el estudio de significados institucionales (Godino, 1996)
permiten concebir el funcionamiento mental y los contextos sociales y culturales como entidades que
actlian conjuntamente, constituyendo aspectos de la accion humana. Ademas, es necesario destacar que
los individuos se desarrollan en diferentes contextos culturales e institucionales, encontrandose los

objetos matematicos mediatizados por los significados institucionales.

1.1. LA DIVISIBILIDAD EN N.
En este apartado vamos a ofrecer un breve desarrollo histérico de la Divisibilidad. Presentaremos el

por qué de su nacimiento y su formalizacion a lo largo de los siglos.

1.1.1. Desarrollo histérico de la Divisibilidad.

La organizacion de las relaciones existentes entre los nimeros constituye el origen de la teoria de la
divisibilidad (Sierra et al., 1989). Entre los hechos en los que intervenian los conceptos de divisibilidad en
la Antigliedad se pueden situar las necesidades de la agricultura y de la ganaderia, y su dependencia y
relacion con las estaciones climaticas y ciclos lunares que hizo que se desarrollaran distintos tipos de

calendarios.

Desde la Antigliedad hasta principios del siglo XIX los objetos principales de las matematicas

estaban constituidos por los nimeros, las magnitudes y las figuras. Existia la creencia generalizada de

- Samuel David Bodi Pascual 6



Doctorales
UNIVERSIDAD de ALICANTE

que los objetos matematicos nos son dados y no se tiene el poder de asignarles propiedades arbitrarias
(Bourbaki, 1972). En la matematica de la Grecia clasica destacan las obras de Euclides, Arquimedes,
Apolonio, Ptolomeo y Diofanto. Estas jugaron un papel relevante en la matematica de los siglos XVI, XVII
y XVIII (Bochner, 1991; Kline 1992; Boyer, 1999). La matematica griega poseia limitaciones que

impedian modelar el pensamiento cientifico como nosotros lo entendemos en estos momentos.

El estudio de los mdltiplos, de los divisores y de la descomposicion factorial de los nimeros naturales
ha constituido un capitulo fundamental de la Aritmética desde el comienzo de la Matemética. Entre los
matematicos mas prominentes de la Antigliedad se encuentra Euclides de Alejandria (afio 300 a.C.),
cuyos “Elementos”, conjunto de trece volimenes, recoge de manera axiomatizada el saber matematico de
su tiempo. Los libros VII, VIII y IX, en particular, relinen los tratados de Aritmética, y ofrecen una
descripcion de la Teoria de NUmeros, es decir, de las propiedades de los nimeros enteros y de las

razones entre [os mismos.

Euclides en el libro VII, mediante 22 definiciones, establece los conceptos de:

e “Namero”- “Un numero es una pluralidad compuesta de unidades” (Definicion 2) “Una unidad es
aquello en virtud de la cual cada una de las cosas que hay, se llama una” (Definicién 1). El “nimero”
para Euclides es una magnitud.

e “Parte” (Divisor)- “Un numero es parte de un nimero, el menor del mayor, cuando mide al mayor'-
“Partes” (no divisor) - “cuando no lo mide”. “Multiplo”- “Y el mayor es mdltiplo del menor cuando es
medido por el menor'- (Definiciones 3, 4 y 5, respectivamente).

e Clasifica los nimeros en pares e impares; parmente par e impar; imparmente (desde las definiciones
6 a 10). Numero “primo”- “el medido por la sola unidad”- N(imeros “primos entre si” —‘los medidos
por la sola unidad como medida comun” (Definicion 11 y 12, respectivamente). NUmero
“compuesto” —‘es el medido por algin nimero”- NUimeros “compuestos entre si” —‘son los
medidos por algun ndmero como medida comun’- (Definiciones 13 y 14, respectivamente). Por
Ultimo, tras establecer que “un numero multiplica a un ndmero cuando el multiplicado se afiade a si
mismo tantas veces como unidades hay en el otro y resulta un nimero”, completa la categorizacion
de los nimeros definiendo nimero plano, sélido, cuadrado, cubo y perfecto, y estableciendo algunas

relaciones entre estos nimeros.

a Samuel David Bodi Pascual 7
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Las definiciones de niimero, divisor, multiplo y de las distintas clases de nimeros fueron realizadas
en términos de magnitudes. Los griegos no concibieron los numeros tal como hoy los concebimos.
Consideraron razones (P : Q) entre magnitudes o proporciones, pero conceptualmente no pudieron
formar el producto P x L entre magnitudes genéricas, nocion que nunca definieron. Generalmente,
entendieron el “producto” de dos longitudes como un &rea o un volumen, si uno de los factores era una
longitud y el otro un &rea, si bien estos “productos” nunca constituyeron actos reflexivos y conscientes
(Bochner, 1991).

El libro VII se completa con 22 proposiciones que junto con las 27 del libro VIII y las 36 del libro IX

constituyeron investigaciones tedricas con, entre otros, los siguientes objetivos:

e Establecer un procedimiento, llamado “antenaresis” y conocido actualmente como “Algoritmo de
Euclides”, para calcular el maximo comun divisor de dos 0 mas nimeros desarrollado a través de
las proposiciones VII-1 a VII-3:

“Dados dos numeros desiguales y restando sucesivamente el menor del mayor, si el que queda
no mide nunca al anterior hasta que quede una unidad, los niimeros iniciales seran primos entre
si" (Proposicion 1)

“Dados dos numeros no primos entre si, hallar su medida comiun maxima”" (Proposicién 2)
Corolario: “Si un numero mide a dos nimeros, entonces también mide a su medida comun
maxima’

“Dados tres nimeros no primos entre si, hallar su medida comin maxima” (Proposicion 3).

e  Proponer distintas propiedades de la divisibilidad desde la proposicién VII-4 a la proposicién VII-
11. Por ejemplo: “Todo nimero es parte de todo nimero, el menor del mayor” (Proposicion 4) “Si un
ndmero es parte de un nimero, y otro es la misma parte de otro, la suma sera también la misma
parte de la suma que el uno del otro” (Proposicion 5).

e Desarrollar la teoria de las proporciones para numeros mediante las proposiciones VII-12 a VII-20.

e Definir y establecer propiedades de los niimeros primos entre si a partir de las proposiciones VII-21 a
VII-29.

e Clasificar los nimeros en compuestos y primos (Proposicion VII-31 y VII-32 respectivamente).

- Samuel David Bodi Pascual 8
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e Establecer un procedimiento para calcular el minimo comin multiplo de dos o més nimeros
desarrollado a través de las proposiciones VII-33 a VII-39. Por ejemplo:
“Dados tantos nimeros como se quiera, hallar los menores de aquellos que guardan la misma
razén que ellos” (Proposicion 33).
“Dados dos ntiimeros, hallar el menor nimero al que miden” (Proposicion 34).
“Si dos numeros miden a algun numero, el nimero menor medido por ellos también medira al
mismo ntimero” (Proposicion 35).

“Dados tres numeros, hallar el nimero menor al que miden” (Proposicion 36).

Por ultimo, en el libro IX de Euclides encontramos, entre las 36 proposiciones que lo conforman, las
proposiciones IX-1 a IX-11, donde se establecen propiedades de los “productos” entre nimeros sélidos,
cubos, cuadrados; a partir de las proposiciones 1X-21 a 1X-34, propiedades de los nimeros pares e
impares, de los parmente pares e impares y de los imparmente pares e impares. Ademas se incluye la
proposicion 1X- 20- “Hay mas ndmeros primos que cualquier cantidad propuesta de numeros primos’-
que establece que el conjunto de nimeros primos es infinito, junto con proposiciones proximas al

Teorema Fundamental de la Aritmética.

Las proposiciones IX-12, 13 y 14 - *“Si tantos numeros como Se quiera a partir de una unidad son
continuamente proporcionales, por cuantos numeros primos sea medido el dltimo, por los mismos sera
medido también el siquiente a la unidad” (Proposicion 12); “Si tantos niimeros como se quiera a partir de
una unidad son continuamente proporcionales y el siguiente a la unidad es un niimero primo, el mayor no
serd medido por ningun otro fuera de los que se encuentran entre los nimeros proporcionales”
(Proposicién 13) y “Si un numero es el menor medido por nimeros primos, no sera medido por ningun
otro ndmero primo fuera de los que le median desde un principio” (Proposicion 14), constituyen teoremas
silogisticamente cercanos al Teorema Fundamental de la Aritmética, pero este teorema, segtn Bochner
(1991), no pudo ser concebido por los griegos, ya que éstos

¢ no llegaron a concebir el producto de niumeros reales, y

e nunca llegaron a darse cuenta de que en matematicas se puede concebir una “existencia”

totalmente independiente de la “constructibilidad”.

- Samuel David Bodi Pascual 9
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Estos dos aspectos son necesarios para idear el Teorema Fundamental de la Aritmética. Este
teorema es un teorema de existencia que asegura una representacion unica de cualquier nimero en

producto de factores primos para cuya construccion no existen formulas especificas.

A partir del siglo XVI, y debido a las necesidades tecnoldgicas, cientificas y mercantiles, se mejoraron
y extendieron los métodos operativos. La extension de la teoria de la divisibilidad a otros conjuntos tiene
su referente histdrico en Stevin, quien en un libro publicado en 1634, extiende el algoritmo de Euclides al

célculo del maximo comdn divisor de dos polinomios.

En el siglo XVII Fermat consideraba la aritmética como un dominio propio y sus trabajos
determinaron la direccion de la Teoria de NUmeros hasta Gauss. Destaca en su obra sobre Teoria de
NUmeros la teoria de la divisibilidad, los nameros primos, el tratamiento de los numeros perfectost,

nameros amigos? y cuadrados magicos.

Euler en 1770 trat6 de ampliar el concepto de divisor mas alla de los conjuntos de los nimeros
enteros y de los polinomios, encontrdndose con el problema de que no es posible conservar todas las
propiedades en esa extension, en especial, las de la existencia del maximo comun divisor y de la unicidad

de la descomposicion en factores primos.

Hasta el siglo XIX con Gauss, la teoria de la divisibilidad se desarrollé en el campo de los nimeros
enteros. En las obras de Gauss “Disquisiciones arithmeticae” se encuentra por primera vez el concepto de
namero congruente y se desarrollan las propiedades de la teoria de congruencias. En el trabajo de Gauss
se incluia el Teorema Fundamental de la Aritmética para el dominio de integridad de los nimeros enteros,
que indica que todo numero entero puede expresarse como un producto finito de nimero primos, en el
que algunos factores pueden repetirse, y tal que su representacion es Unica. Gauss también introdujo la
nocion de grupo abeliano y demostré que en los grupos abelianos finitos existe un elemento del grupo

cuyo orden es m.c.m de los 6rdenes de todos los elementos.

1 Un niimero a es perfecto cuando puede ser expresado como suma de todos sus divisores (excepto €l mismo).

2 Dos nimeros a 'y b son amigos si la suma de todos los divisores de a, distintos de a, da como resultado b.

a Samuel David Bodi Pascual 10
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Uno de los corolarios al teorema de Euclides sobre la existencia de infinitos nameros primos, lo
enuncié Dirichlet en este mismo siglo. En el siglo XIX, autores como Kummer, Dedekind y Kronecker
generalizan la Teoria de NUmeros, en particular la teoria de la divisibilidad, mediante la creacién de la

estructura de ideal.

El &lgebra conmutativa moderna empez6 a formalizarse hacia 1910 y en esta década aparece la
nocion general de anillo debido a Fraenkel. La Teoria de Nimeros (Rey, 1941) ocupa a partir del siglo XX
una posicién prominente respecto de la Aritmética, del Algebra y de la Geometria. La Teoria Elemental de
Nimeros abarca desde este siglo un amplio espectro en el &mbito de las Matematicas, y en ella, en
particular, podemos destacar el estudio de la estructura multiplicativa y de la divisibilidad en el conjunto de
los nimeros naturales. Entre aquellos aspectos que cabe mencionar en el estudio de la divisibilidad en N,
se encuentran los conceptos de mdltiplo, divisor, factor, ser divisible y criterios de divisibilidad; divisores y
mdltiplos comunes: el maximo comdn divisor y el minimo comdn mudltiplo; nimero primo y numero

compuesto, 0 el Teorema Fundamental de la Aritmética, tratAndose de un tema de gran potencialidad.

Esta breve revision historica nos permite conformar la Divisibilidad en N, en particular, y la Teoria de
NUmeros, en general, en tres grandes fases:

e 12Fase 0 de conceptualizacion.

e 22Fase o0 de las propiedades y procedimientos.

e 32Fase o0 de generalizacion.

Las dos primeras debidas a Euclides y la Gltima a matematicos posteriores.

e 1?Fase o de conceptualizacion

La nocién de nimero entendida como una magnitud (magnitud de un segmento) forzé a describir los
conceptos de mdiltiplo, divisor, nimero primos y compuesto... en términos de “medida’, de medida de una
magnitud. Esta forma de pensar estos conceptos impidié que los griegos concibieran el “producto” entre

magnitudes genéricas. No llegaron a imaginar el producto de nimeros reales.
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e 2?Fase o de las propiedades y procedimientos
Euclides formul¢ propiedades y procedimientos fundamentales para la Teoria de Nimeros. Entre las
propiedades destacamos las relativas a
¢ “la infinitud de los numeros primos”
¢ los teoremas silogisticamente proximos al Teorema Fundamental de la Aritmética. Este teorema no
pudo ser enunciado por los matemdticos griegos en los términos actuales al (a) no concebir el
producto entre nimeros reales; (b) no admitir una “existencia’ independientemente de la

“construccion”.

En cuanto a los procedimientos, Euclides establecio las bases de los procedimientos de célculo del
minimo comin mdltiplo de dos 0 mas ndmeros y del maximo comun multiplo de dos ndmeros, el hoy

conocido como “Algoritmo de Euclides”.

o 3?Fase o de generalizacion
La estructura del conocimiento sobre divisibilidad en los tres ultimos siglos ha permitido integrar dicho
conocimiento en una configuracion mas amplia de estructuras algebraicas y consolidar a la Teoria de

NUmeros como un campo de investigacion.

1.2. CURRICULO DE DIVISIBILIDAD EN EDUCACION PRIMARIA Y SECUNDARIA EN EL

SIGLO XX.

En los siguientes apartados realizamos un resumen de las adaptaciones curriculares de la
Divisibilidad en N en la Ensefianza Primaria y Secundaria en nuestro pais desde principios del siglo XX
hasta la actualidad. Los manuales escolares son un instrumento transmisor de los contenidos aceptados
socialmente resultando interesante su contribucion en la historia de la educacion matematica (Sierra et
al., 1999). La descripcion de las caracteristicas mas importantes del tratamiento de la divisibilidad,
ejemplificadas a través de distintos proyectos editoriales, la hemos dividido en seis periodos marcados
por las reformas educativas y acontecimientos politicos:

| Periodo anterior a 1931

Il.  Periodo comprendido entre 1931y 1936
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lll.  Periodo comprendido entre 1939 y 1950
IV. Periodo 1950 a 1970

V. Periodo de 1970 a 1990

VI.  Periodo de 1990 hasta la actualidad.

Las principales caracteristicas del tratamiento curricular de la divisibilidad en estos periodos hacen
referencia a (a) las acepciones |éxicas- divisor, ser divisible, mdltiplo, factor- con las que se inicia el
estudio de la divisibilidad; (b) las operaciones a las que se asocian los conceptos de mdltiplo y divisor; (c)
como es considerada la divisibilidad: propiedad entre nimeros y/o vinculada con la magnitud; (d) el

caracter procedimental o representacional del Teorema Fundamental de la Aritmética.

l. Periodo anterior a 1931.

En el Gltimo tercio del siglo XIX se iniciaron las discusiones sobre educacion, en asuntos tales como
la libertad de catedra, la libertad de creacion de centros, examenes, o0 titulaciones. La ensefianza
primaria se convirtié en un asunto principal desde el punto de vista pedagdgico aungque no politico,
destacando las aportaciones de la Institucién Libre de Ensefianza (Prellezco, 1994). La Ley de Instruccién
Publica del ministro Claudio Moyano de 1857, fue la que marcd las lineas principales de la Instruccion
Publica en Espafia hasta practicamente la Segunda Republica, con pequefios retoques a lo largo de su
vigencia. Esta Ley de Instruccion Publica constaba de cuatro secciones. En la Seccion | se estructuraba
la ensefianza en tres niveles: primera ensefianza, segunda ensefianza y superior, componiéndose la
segunda ensefianza de seis afios de estudios generales y estudios de aplicacion a profesiones
industriales.

En 1900, con Garcia Alix, se creé el Ministerio de Instruccién Publica y Bellas Artes y la educacion
dejé de depender del Ministerio de Fomento. Se instituyeron diversos organismos en su estructura
funcional y se tomd como punto principal de referencia la lucha contra el analfabetismo (Samaniego,
1994a). La presencia de un alto indice de analfabetismo entre la poblacién espafiola, del 64% a

comienzos del siglo XX, refleja unas fuertes carencias de la ensefianza primaria (Del Valle, 1994).
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Hasta 1931 la Ensefianza Primaria y su organizacion fueron reguladas por diversos decretos - 1901,
1905, 1913-. En 1901 se fij6 el programa de la ensefianza primaria, integrado por diversas materias
entre las que se encontraba la Aritmética. La metodologia era decision del maestro y el aprendizaje solia

ser eminentemente memoristico.

En esta época, una concrecion curricular de los contenidos de divisibilidad en educacion primaria y
profesional la podemos obtener en el libro del profesor Dalméau (1899) “Soluciones analiticas de los
ejercicios y problemas de aritmética”, que presentaba como “un conjunto, ordenado, metddico, gradual y
completo de problemas y ejercicios practicos” y que se enmarcaba en un movimiento de renovacion
pedagogica del momento. Para el tema de divisibilidad plantea ejercicios sobre (a) la obtencion de
nameros divisibles por otro dado, (b) formacién de mdltiplos de un ndimero natural expresandolos como la
multiplicacién del nimero por otros nimeros naturales, () obtencidn de todos los divisores de un ndmero
a través de la representacion factorial y (d) obtencién del maximo comun divisor y del minimo comin

mdltiplo por dos métodos.

Estos ejercicios se plantean desde una perspectiva eminentemente procedimental. Este hecho
puede observarse en la manera en que Dalmau (1899) usa, por ejemplo, el Teorema Fundamental de la
Aritmética en el calculo del minimo com(n mdiltiplo y en la obtencién de los divisores de un nimero. El
problema 22 presenta dos procedimientos de obtencion del minimo comin mdiltiplo de dos nameros,
diferenciandolos explicitamente como el “del método ordinario y el de los factores primos”. Por el método
ordinario entiende utilizar el “algoritmo de Euclides” y por el de factores primos el “Teorema Fundamental

de la Aritmética”.
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