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Introduccion

Con la sistematizacion y formalizacion de la Geometria Algebraica, llevada
a cabo en los anos 50 y 60 del siglo XX, se han entendido y generado gran
cantidad de estudios y teorias que afectan a la estructura de las variedades
algebraicas y a su clasificacion. Muchos de estos avances han sido frecuente-
mente tedricos o sus contenidos dificiles de discutir y apreciar sobre ejemplos
concretos (salvo en ciertos casos de dimensién o codimensién pequena). Por
ello se ha encontrado satisfactoria la localizacion de clases de variedades so-
bre las que poder calcular invariantes y comprobar sobre dichos invariantes
la profundidad y eficacia de las correspondientes teorias.

Este ha sido el caso de la geometria toérica, que desde los anos 70, y
a partir de trabajos de Demazure sobre subgrupos algebraicos maximales
de los grupos de Cremona ([Dem]), ha proporcionado a la Geometria Al-
gebraica la amplia clase de variedades toéricas, sobre la que se han po-
dido describir explicitamente muchos de los logros de este campo. A la
vez, dicha descripcién, influida por la potencia de los métodos algebraico-
geométricos, ha dado lugar a gran cantidad de aplicaciones en otros campos
de las matematicas. Asi, la geometria térica se emplea hoy dia en Combi-
natoria, Computacién Algebraica, Geometria Computacional, Optimizacién
Combinatoria o Programacién Matematica.

La geometria torica, como disciplina independiente, ha sido popularizada
por varios textos sucesivos desde los anos 70. En primer lugar, el libro de
Knudsen, Kempf, Mumford y Saint Donat de 1973, cuyo impacto se debe
a que en él se muestra la descripcién explicita de los sistemas lineales de
divisores naturales en el caso torico y se aplican los resultados para obtener
un resultado que todavia hoy dia se considera de gran alcance, como es
el teorema de la reduccién semiestable (se ha aplicado recientemente por
Abramovich y De Jong para probar versiones cortas del teorema de resolu-
ci6n de singularidades). Por otro lado, el survey de Danilov [Dan] de 1978
en el que se expone con precisiéon la interrelacion entre la geometria térica y
los poliedros de Newton. También el libro de Oda [Oda] de 1998, en el que
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se sitia a la geometria térica como nicleo de la Geometria Algebraica y se
muestra como ésta se puede beneficiar de los métodos de la Combinatoria
y de la Geometria Convexa. En 1993 aparece el libro de Fulton, [Ful2], que
convierte ya a la geometria térica en un 1til general para otros campos de
las matemadticas (y también para la fisica, en el momento en el que las impli-
caciones reciprocas de ambas disciplinas llevan a aplicaciones significativas
en ambas direcciones), convirtiéndose entonces la geometria térica en una
rama impulsora del uso de los métodos de la geometria algebraica en otras
areas. Finalmente, el libro de Sturmfels de 1996 [Stu], pone de manifiesto
como estudiar la geometria térica, tanto en el caso de variedades proyectivas
normales (como se habia hecho hasta los anos 90) como en los de variedades
proyectivas o afines no normales, con una éptica comun: basta estudiar
variedades téricas (no normales) sumergidas como ciertos subesquemas del
espacio afin.

La presentacién de una variedad torica V' como subesquema del espacio
afin se realiza identificando su algebra de coordenadas con el dlgebra A de
un semigrupo abeliano de generacion finita S, en el cual se ha fijado (o
“marcado”) uno de sus sistemas finitos de (digamos n) generadores. El
subesquema que define la variedad térica esta dado, entonces, por el ideal
del anillo de polinomios en n indeterminadas que es nucleo del morfismo de
algebras dado por la asignacién a cada variable del generador del semigrupo
que le corresponde. Un hecho notable es que dicho ideal I estd generado
por binomios; es decir, se tiene que, médulo I, se identifican dos monomios
cuando tienen igual imagen en A. Los ideales I que aparecen en dicho
proceso se llaman, en la literatura, téricos. Cuando V es una variedad
irreducible, el semigrupo S puede interpretarse como un subsemigrupo de
un grupo abeliano libre de generacién finita G' (por tanto isomorfo a Z? para
algun d). Cuando se tiene una variedad proyectiva, la eleccién de un haz de
linea muy amplio que sumerge dicha variedad en el espacio proyectivo P™(k),
proporciona a la vez una inmersién del cono proyectante de dicha inmersién
en A™TL(k), que resulta ser una variedad afin térica. El subsemigrupo S de
G para dicha inmersién afin se caracteriza por ser uno tal que sus genera-
dores marcados estan (todos ellos) en algin subgrupo H de G de corango
1. De esta forma, la geometria térica proyectiva se puede ver como un caso
particular de la afin. Este punto de vista estd desarrollado recientemente
por Campillo y Pisén en [CP].

Por otro lado, tiene interés en la practica el caso en el que G (y por tanto
S) pueden tener torsién, ya que su tratamiento no muestra diferencias con
el caso libre. Ahora GG aparece en la practica presentado como cociente de
un grupo abeliano libre (de generacién finita) por uno de sus subgrupos L.
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El conocimiento de dicho subgrupo L (llamado “reticulo” en este contexto)
es suficiente para determinar los generadores binomiales del ideal I, ya que
I estd generado por los binomios cuyos pares de exponentes son, respecti-
vamente, la parte de coordenadas positivas y la de coordenadas negativas
de los elementos de L. Tales ideales I se llaman ideales de reticulo en la
literatura y el propio reticulo L aparece como objeto basico en la discusién
y tratamiento algebraico geométrico de la correspondiente variedad V', que
en este caso puede ser reducible.

La discusion sobre sistemas finitos de generadores de I, es decir de las
ecuaciones de las variedades toricas, ha sido el objeto de mucha investigacién
reciente. La discusién se produce porque siendo L infinito, en general, lo
que se tiene a priori son una cantidad infinita de binomios en I. Por un
lado interesan sistemas minimales de generadores de I (es decir conjuntos
minimales de binomios que definan la variedad sumergida); por otro lado
bases de Grobner (es facil ver que toda base de Grébner reducida de I esta
también generada por binomios), e incluso bases universales de Grobner (es
decir bases de Grobner simultdneas para todos los érdenes monomiales).
En [Stu] se puede encontrar la discusién sobre la forma y dificultades del
célculo de estas clases de generadores, asi como de la aplicacién directa
de dicho célculo a problemas clasicos y de gran interés computacional en la
actualidad, como el problema de programacion lineal entera. Recientemente
Bayer y Sturmfels en 1999 ([BStu]) y Campillo y Gimenez en 2000 ([CG])
desarrollaron métodos similares para el cdlculo de sicigias para las variedades
téricas afines, por dos procedimientos diferentes y complementarios. En
resumen se ha encontrado una buena y explicita teoria para la familia de
ideales téricos o de ideales de reticulo en general.

En 1998 Eisenbud y Sturmfels ([ES]) desarrollaron una teoria general
de ideales generados por binomios en anillos de polinomios sobre cuerpos
algebraicamente cerrados, mostrando que hay una sorprendentemente buena
teoria para ellos. Las propiedades computacionales de dichos ideales son
también buenas, y, desde un punto de vista interno su estudio se lleva a cabo
por medio de reticulos asociados. Este trabajo de Eisenbud y Sturmfels ha
sido el punto de partida de esta Memoria, ya que hay muchas preguntas
naturales que se derivan del mismo.

En efecto, admitiéndose que los ideales téricos y de reticulo se pueden
estudiar a partir de semigrupos con generadores marcados, es natural pre-
guntarse por la existencia y localizacién de semigrupos u otras estructuras
algo mas generales a partir de las cuales se puedan estudiar los ideales bino-
miales en general. Como uno de los resultados principales de esta memoria,
veremos que en el caso de dimensién 1 (es decir curvas binomiales) se dispone



de dichas estructuras. Otra pregunta natural es estudiar la relacién entre
las curvas binomiales y las cuasihomogéneas, es decir, aquellas que son tan-
gentes a campos vectoriales de Euler en el espacio afin.

Esta memoria estd dividida en cuatro capitulos, cuyo contenido es el
siguiente:

El primer capitulo es de tipo introductorio, y en él se repasa el estudio
de los ideales binomiales (generados por binomios) hecho por Eisenbud y
Sturmfels en [ES]. Se dedica un primer apartado a las bases de Grobner de
un ideal, observandose que la base de Grobner reducida de un ideal binomial
estd formada por binomios, hecho que nos permitird en la practica saber
cuando un ideal es binomial. Posteriormente se hace un estudio completo de
los ideales binomiales (propios) del anillo de polinomios de Laurent, k[X*].
Estos ideales resultan (Teorema 1.3.5) ser siempre de la forma

I(p) ={X™ —p(m) | m € L,},

donde L, es un subreticulo de Z" y p : L, — k es un caracter parcial en
Z". Ademas el ideal I(p) es primo cuando L, es saturado, es decir, tal que
dm € L, = m € L,. Y en el caso de cuerpos algebraicamente cerrados, la
descomposicién primaria del ideal I(p) estd perfectamente determinada en
términos de las extensiones de p a Sat L, y los ideales asociados.

Estos resultados se aplican al estudio de los ideales binomiales de k[ X7, . . .
, Xp], mediante la consideracién de los ideales de reticulo

I (p) ={X" —p(m)X™ |m, —m_ €Ly} .

Aunque no todos los ideales binomiales de k[ X1, ... , X,,] son de esta forma,
se tienen la siguientes descripciones:

Corolario 1.3.13 Los ideales del anillo de polinomios k[X]| de la forma
I (p) son exactamente aquellos ideales binomiales cuyos primos asociados
no contienen mMonomios.

Corolario 1.3.16 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, y sea P un
ideal de k[X]. El ideal P es primo binomial si y sélo si existe un cardcter
parcial saturado p en el reticulo ZZ tal que P = I, (p)+ < {X; | X; € P} >.

Todo lo anterior se utiliza para probar el cardcter binomial del radical
de un ideal binomial (Teorema 1.4.5). Finalmente se llega al resultado que
estd en la base de toda esta memoria, y que sirve para caracterizar qué
variedades afines son tales que el ideal de los polinomios que se anulan en
ellas es binomial (variedades “cortadas por binomios”):
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Teorema 1.5.11 Dado un cuerpo k algebraicamente cerrado, una subva-
riedad algebraica V' de k™ estd cortada por binomios si y sélo si se cumplen
las tres condiciones siguientes:

(i) Para cada célula coordenada (k*)Z, V N (k*)Z es una variedad cortada
por binomios.

(ii) La familia de conjuntos U = {Z C {1,... ,n} | VN (k*)Z # 0} es
cerrada por intersecciones.

(iii) Si Z, Z' e U y Z C Z' entonces la proyeccion (k*)Z — (k*)Z aplica
VN (k)2 en VN (k)2

En el Capitulo 2 pasamos a centrarnos en el estudio de ideales binomiales
de codimensién 1, con el fin de aplicarlo al estudio de las curvas afines en
A"(k), siendo k algebraicamente cerrado y de caracteristica 0. Comenzamos
por examinar un resultado ya conocido, que es que en el caso de curvas
irreducibles, la binomialidad del ideal se corresponde con la existencia de una
parametrizaciéon monomial de la curva (“curva monomial”), parametrizacién
que entenderemos definida a partir de un vector de exponentes, h € (Z>o)"
y uno de coeficientes A € k", por X; = A\;t™. Va a cobrar en el desarrollo
posterior especial relevancia la “célula asociada a la curva”, definida por
Z = {i | \i # 0}. Puesto que hablamos de curvas inmersas en A"(k),
pediremos que los monomios de una tal parametrizacion tengan exponentes
no negativos, lo que nos llevara a exigir a los ideales una condicion adicional:
que sean “combinatoriamente finitos” (Definicién 2.1.10). De esta forma, en
esta memoria se denominard en general (no sélo en el caso irreducible) “curva
monomial” en A"(k) a aquellas curvas C tales que I := Z(C) es binomial y
combinatoriamente finito.

El cardcter binomial de los primos asociados a un ideal binomial, nos lle-
vara a observar que si una curva C' es monomial, entonces sus componentes
irreducibles son monomiales, por lo que el problema que nos planteamos, y
al que se dedica el resto del capitulo, es entender cuando una curva cuyas
componentes irreducibles son monomiales es a su vez monomial. Utilizare-
mos para ello el Teorema 1.5.11, caracterizando en primer lugar qué curvas
tienen asociado un ideal de reticulo ( es decir, del tipo I;(p)), y pasando
después al caso general. El teorema de caracterizacién es el Teorema 2.2.33.
Por simplicidad, enunciaremos aqui la versién correspondiente al caso en
que todas las componentes de C' pasan por el origen (Teorema 2.2.23):

Teorema 2.2.23 Sea C' una curva cuyas componentes irreducibles, C1,. .. ,
Cy4, son monomiales y pasan por el origen y sea I := Z(C). Consideremos,



para cada componente monomial irreducible C;, una parametrizacion mono-

mial dada por los vectores (@j,gj), su célula asociada Z; y su reticulo aso-
ciado Lj = ((h;)z,)*. Se definen, para cada Z € {Z1,... 24}, Az ={j €
{1,...,d} | Z; =2} ydz = |Az|. Entonces, son equivalentes:

(1) I es binomial.
(2) Se cumplen las condiciones D1, D2 y D3 siguientes:

D1 Para todo Z € {Z1,..., 24} se cumple:

e Eriste hz € (Z>0)? tal que (h;j)z = hz para todo j € Az.

e Si consideramos los subreticulos de ZZ, Lz= (hz)TyLz=
melz|(\z)™= (Akmz), Vi, k € Az} entonces |Lz/Lz| =
dz.

D2 Para cualesquiera j, k € {1,...,d}, o bien Z; N 2, = (), o bien
eziste | € {1,... ,d} de forma que Z; N 2}, = Z.

D3 Para cualesquiera j, k € {1,... ,d} tal que Z; C Z}, se cumple:

o Existe a € Z* tal que ahj; = hy;, para todo i € Z; (es decir,
los vectores (hy)z; y (h;)z; son proporcionales).

o Existel € {1,...,d} tal que Z; = Z; y (Alzj)m = (Akzj)m,
para todo m € L;.

Aunque no es el propésito de esta memoria el profundizar en los aspectos
computacionales que se derivan de la combinatoria de las curvas monomia-
les, el capitulo 2 termina con un apéndice en el que se desarrollan algunos
algoritmos que sirven para determinar cudndo una unién de curvas mono-
miales irreducibles resulta ser una curva monomial, y calcular, caso de que
asi sea, todos los ideales de reticulo y la descomposicién celular del ideal de
la curva.

El Capitulo 3 se dedica a determinar qué curvas monomiales son curvas
integrales de un campo de Euler, es decir de un campo del tipo > " | aiXiaiXi
con coeficientes a; € Z. En la segunda seccion se probard algo que ya era
conocido, y es que la monomialidad de una curva irreducible es, esencial-
mente, equivalente a la existencia de un campo de Euler tangente. Mas
concretamente, se tienen los siguientes resultados:

Proposicion 3.2.2 Sea C' una curva monomial irreducible, con célula aso-
n s
ciada Z y vector de exponentes h. Sea 0 el campo de Euler 6 = aiXialXi'

=1
Son equivalentes:
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(a) § es tangente a la curva C.

b) Los vectores az y hz son proporcionales.
Z Z

Teorema 3.2.11 Sean I un ideal de k[X1,...,Xy] primo y de alturan —1
y C la curva que define I. Son equivalentes:

1. Eziste un campo de Euler tangente a C' con todos sus coeficientes no
negativos.

2. C' es monomial irreducible.

Este resultado no es cierto en el caso de curvas monomiales no irre-
ducibles. Es claro por lo anterior que, dado que una curva es curva integral
de un campo si y sélo si lo son sus componentes, la existencia de un campo
tangente a una curva con componentes monomiales sélo dice algo sobre los
exponentes de las parametrizaciones, no sobre los coeficientes, por lo que
dificilmente va a implicar la monomialidad de la curva. Pero a la inversa, la
particular combinatoria de las curvas monomiales puede hacer pensar que si
deben ser curvas integrales de un campo de Euler. Esto no es cierto, como se
ve en el Ejemplo 3.3.11, pero lo que si es posible es caracterizar mediante un
algoritmo cudndo esto ocurre, y esto se hace con el Algoritmo 3.4.8, segun
se explica en el Teorema 3.4.9:

Teorema 3.4.9 Sea C = C71 U ...UCy una union de curvas monomiales
irreducibles y sea € = {hy,...,hy} el conjunto de exponentes asociados
a las parametrizaciones monomiales de sus componentes. Si aplicamos el
Algoritmo 3.4.8 a &, la salida es () si y sélo si no existe campo de Euler
tangente a C. Si la salida es F = {a}, entonces el campo de Euler con
coeficientes a es tangente a la curva C.

Finalmente, en el Capitulo 4 se aborda el problema de estudiar si el
algebra k[X1,... ,X,]/Z(C) asociada a una curva monomial es, al igual que
en el caso de curvas monomiales irreducibles, un algebra de semigrupo. El
propoésito ultimo de esto es encontrar una forma combinatoria de estudiar
este dlgebra (y asi, por ejemplo, los sistemas minimales de generadores del
ideal, su resolucién libre minimal, sus sicigeas...) de manera andloga a lo
que se hace para curvas irreducibles ([Bre], [BCMP2], [CG],...).

El primer problema para ello es construir un semigrupo asociado a una
curva monomial. Esto se hace de forma natural en el caso de curvas cuyo
ideal asociado es del tipo I (p), considerando el semigrupo asociado al
reticulo:
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Definicién 4.1.12 Sean h € Z%, un vector no nulo tal que m.c.d.{h; | h; #

0} = 1, L un subreticulo de Z" de rango n—1 tal que Sat L = (h)* ya € Z"
tal que ha = 1. Consideremos el homomorfismo,

p:7Z" — Z®Sat L/L
m —— (mh,m— (mh)a+1L) .

Sea {e;}I"1 la base candnica de Z". Llamaremos semigrupo asociado
a L al semigrupo S, = @((Z>0)"). Denotaremos por A al sistema de
generadores de Sr,, A, = {g1,...,9n} siendo g; == p(e;) = (hi, t(gi)) para
todo 1.

Dado que el ideal de una curva monomial admite (segin el Teorema
1.5.11) una descomposicién “celular” como interseccién de ideales que, esen-
cialmente, son del tipo anterior, los semigrupos asociados a los reticulos
que aparecen en esta descomposicion nos permiten definir en 4.2.21, un
semigrupo asociado a una curva monomial C', marcando en él un sistema
de generadores con n elementos. Nos limitaremos aqui, por simplicidad,
a explicar el caso de una curva monomial cuyas componentes pasan todas
por el origen. Si C = Cj U...UC, es su descomposicién celular (cada
C; es uni6én de componentes irreducibles con la misma célula asociada, Z;),
S; es el semigrupo asociado, segun la definicién anterior, a C; y se define
S; = S; U {oo}, se tiene:

Definicion 4.2.21 Llamaremos semigrupo asociado a la curva C al sub-
semigrupo de S1 X ... x S, generado por los elementos,

9, = (11 91r)

g = (gnl"‘gnr)
donde

(i t(gy) siie 2
g”_{ 00 si (i ¢ Z5)

Resulta que asignando a X; grado g, se obtiene una graduacién en
k[Xq,...,X,] para la cudl Z(C) es homogéneo, y ademés se construye,
para cada 7 € S una subdlgebra A, de A = k" y la k-dlgebra S-graduada
Ac = @165 Ayx® C A[S], probandose lo siguiente (los elementos \;; del

enunciado se construyen también asociados a la curva):
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Corolario 4.2.39 Sean C una curva monomial, S el semigrupo asociado a C
Y {gl, e ,gn} el sistema de generadores de S dado en la Definicion 4.2.21.
Entonces, si I es el ideal asociado a C, el homomorfismo ¥ : k[X]|/I —
Ac/ (ex®=) dado por W(X; +1) = (A, ... i) X% + (eX22) es un isomor-
fismo.

Previamente a este resultado se demuestra otro similar para el caso en
que se cumple determinada hipdtesis, (H) (Corolario 4.2.29). La particu-
laridad es que la condicién impuesta sobre la curva hace que la estructura
de k-algebra S-graduada sea ahora mas sencilla, lo cual indica que en ca-
sos particulares el resultado 4.2.39 puede ser simplificado, facilitando una
mejor comprensién de la k-algebra. En todo caso, queda abierto el proble-
ma de aprovechar el cardcter combinatorio de la estructura encontrada para
profundizar en el estudio de la curva: sistemas minimales de generadores,
sicigeas...

Para finalizar se incluyen dos apéndices al capitulo 4. En el primero
de ellos nos planteamos la viabilidad del lema de Nakayama en los anillos
S-graduados (siendo S el semigrupo asociado a una curva monomial), encon-
trando una versién débil del mismo. Vemos también un ejemplo de un ideal
de curva monomial con dos sistemas minimales de generadores con distinto
numero de elementos. En el segundo apéndice, el estudio de la hipétesis (H)
anteriormente mencionada sirve de excusa para estudiar alguna cosa nueva
sobre los ideales de caracter parcial.
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Capitulo 1

Ideales binomiales

El estudio realizado en esta tesis es relativo a variedades de dimensién uno
cuyo ideal radical asociado es binomial, siendo la condicién de binomial
fundamental en su desarrollo. Para poder entender y justificar los métodos
utilizados, es necesario conocer algunos aspectos de la teoria combinatoria
sobre ideales binomiales desarrollada por Eisenbud y Sturmfels en [ES], labor
que realizaremos en este capitulo.

1.1 Ordenes monomiales y bases de Grobner

Para poder demostrar los resultados referentes a ideales binomiales que ocu-
pan esta seccién es necesario utilizar métodos de bases de Grobner. Por
ello, vamos a comenzar mencionando alguno de los resultados relativos a
las mismas. Sus demostraciones se pueden encontrar, por ejemplo, en los
capitulos 2 y 3 de [CLO1].

Cuando no dé lugar a dudas, denotaremos por k[X] el anillo de poli-
nomios en n indeterminadas k[Xi,...,X,]. Dado a = (a1,...,ap) €
(Z>p)™, denotaremos por X% el monomio X{' ... X%, y dado A € k diremos
que AX< es un término de k[X]. A un orden < en (Z>()", le asociaremos
un orden en el conjunto de los monomios de k[X], que denotaremos igual,
siguiendo el criterio X2 < X8 & o < B.

Definicién 1.1.1 Un orden monomial sobre k[ X1, ... , X;] es cualquier rela-
cion binaria < sobre (Z>o)" o, equivalentemente, cualquier relacion sobre el
conjunto de los monomios de k[X1,...,X,], cumpliendo:

1. < es un buen orden sobre (Z>o)".

13
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2. Sia < [ entonces a+v < [+~ para todo v € (Zxo)".

Definicién 1.1.2 Sea < un orden monomial sobre k[X]|. Dados un con-
junto finito de vectores de Z", ', y un polinomio f = Y . aa X< € k[X]
distinto de 0, denotaremos: B

e LM(f) = X?", donde o* = max {a € T | a, # 0}.
e LT(f) = an*X2". Diremos que LT(f) es el término principal de f.
Y dado un ideal I C k[X] denotaremos

e in(l) = {LT(f) [ f€I}).

Definicion 1.1.3 Se dice que un conjunto finito de polinomios de un ideal
I, G={g1,...,9+}, es una base de Grébner de I para el orden monomial
< si (LT(g1), ... ,LT(gr))=in(1).

Proposicién 1.1.4 Si G es una base de Grébner de un ideal I C k[X]| para
un orden monomial <, entonces G es un sistema de generadores de I.

En el resto de la seccién se supondra fijado un orden monomial < sobre
k[X]. Este orden nos va a permitir definir una operacién de divisién para
polinomios en varias variables.

Proposicién 1.1.5 Sea F = {f1,...,fs} un conjunto de polinomios en
E[X]. Para cada f € k[X] existen aq, ... ,as,7 € k[X] cumpliendo:

Pl f=a1f1+...+asfs+7.

P2 Sir #0, ninguno de los monomios de r es divisible por ninguno de los
términos LT(f1), ... ,LT(fs).

La demostraciéon de esta proposicién es constructiva y se realiza mediante
el algoritmo de divisién.

Algoritmo 1.1.6 (Algoritmo de divisién)
Input: F={f1,...,fs}, f
Output: ai,...,as,T
a;:=0;...;as:=0;7r:=0
p=1r
WHILE p #0 DO
1:=1
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divisionhecha:=false
WHILE i < s AND divisionhecha=false DO
IF LT(f;) divide a LT(p) THEN
a; := a; + LT(p) /LT (f;)
p:=p— (LT(p)/LT(f:))f:
divisionhecha=true
ELSE
1:=1+1
IF divisionhecha=false THEN
r:=1r+LT(p)
p:=p—LT(p)

Teorema 1.1.7 Si F'={f1,..., fs} es un conjunto de polinomios de k[X]
y f es un polinomio cualquiera, entonces el algoritmo de division aplicado a
(F, f) devuelve polinomios aq,... ,as,r cumpliendo P1 y P2.

En general no hay unicidad de a1, ... ,as, 7, cumpliendo las condiciones
P1y P2. Es claro, por ejemplo, que el algoritmo depende de la forma en que
se ordenen f1,..., fs. En lo que sigue, llamaremos resto de la divisién de f
por el conjunto ordenado F' = {f1,..., fs} al polinomio r que proporciona

el Algoritmo 1.1.6 aplicado a (F, f), y lo denotaremos por r = fF.

Proposicién 1.1.8 Sea G = {g1,... ,9s} una base de Grobner de un ideal
I C k[X] y sea f € k[X]. Entonces, existe unico polinomio r € k[X] con las
stguientes propiedades:

1. Ningun término de r es divisible por ninguno de los términos LT (g1),
..., LT(gs)-

2. f—rel.

En particular, r es el resto de la division de f por G (ordenado de cualquier
forma), es decir r = 7G. Ademds f € I si y sdlo si TG = 0.

Definicién 1.1.9 Dados una base de Grébner G del ideal I C k[X] y un

polinomio f de k[X], llamaremos forma normal de f mddulo G al resto ?G
(que, por 1.1.8, no depende de la forma en que se ordene G).

Proposicién 1.1.10 Se considera el polinomio f = >.'_, fi € k[X] donde
los fi son polinomios en k[X]. Si G es una base de Grébner de I, entonces

?G = Zle EG-
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Dem. Supongamos que G es el conjunto de polinomios G = {g1,...,9s}-
Aplicando la Proposicién 1.1.5 a f; y G, para cada i € {1,... ,t}, se obtiene
fi = ¢191 + ... . + ¢isgs + ri, donde ningin término de r; es divisible por
ninguno de los términos principales de g; para j € {1,...,s}, es decir r; =

-G .
fi . Se tiene, entonces

t t t
F=0 g+ + 0 gisgs + > _ri.
i=1 i=1 i=1

Ademids Z';f:l r; €s un polinomio cuyos términos no son divisibles por ninguno
de los términos principales de los g;, luego, debido a la unicidad de la
Y =G
Proposicién 1.1.8, >0 7 = f .
O

Para aplicar en la practica la Proposicién 1.1.8, es imprescindible obtener
un método para construir bases de Grobner para cualquier ideal de poli-
nomios. Este problema se soluciona con el algoritmo de Buchberger, basado
en la caracterizacién de dichas bases mediante condiciones que afectan a los
S-polinomios.

Definicién 1.1.11 Dados dos polinomios f y g en k[X]|, se define el S-
polinomio de f y g como:

X X7
~ ! I

S(f,9) g donde XY =m.cm.(LM(f),LM(g)).

Proposicién 1.1.12 Un conjunto de polinomios G = {g1,... ,9,} de un

ideal I es una base de Grébner de dicho ideal si y solo si S(gi,g;) =0 para
cualesquiera i,j € {1,...,r}.

Teniendo en cuenta este resultado se justifica el calculo de bases de
Grobner para ideales del anillo de polinomios usando el algoritmo de Buch-
berger.

Algoritmo 1.1.13 (Algoritmo de Buchberger)
Input: F ={f1,..., fs}
Output: G ={g1,... ,9r}
G:=F
REPEAT
G =G
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FOR cada par {p,q}, p # q, en G’ DO

G
S = 5(p,q)
IF S +0 THEN G := G U {S}
UNTIL G =G’
Teorema 1.1.14 Si el conjunto F = {fi1,..., fs} es un sistema de genera-

dores del ideal I C k[X], entonces el algoritmo de Buchberger aplicado al
conjunto F devuelve, en un nidmero finito de pasos, una base de Gribner
para el ideal I.

Fijado un orden monomial < y un ideal I, no tenemos una tnica base
de Grébner de I. Sin embargo, si anadimos alguna condicién adicional a las
bases, tendremos asegurada la unicidad.

Definicion 1.1.15 Se dice que una base de Grobner G es minimal cuando,
para todo g € G, se cumple que:

e Su término principal es un monomio (LT (g) = LM(g)).

o LT(g) ¢ {LT(h) | h € G —{g}}).

Lema 1.1.16 Si G es base de Grébner y LT(g) € (LT(G — {g})) entonces
G — {g} también es base de Gribner.

Definicion 1.1.17 Se dice que una base de Grobner G es reducida cuando,
para todo g € G, se cumple:

e Su término principal es un monomio.

o Ningun término de g estd en el ideal ({LT(h) | h € G —{g}}).

Proposicion 1.1.18 Dados un orden monomial < y un ideal I, existe una
unica base de Grobner reducida de I para el orden <.

La construccién de bases de Grobner reducidas se realiza mediante el
algoritmo de reduccién.

Algoritmo 1.1.19 (Algoritmo de reduccién)
Input: G' ={g1,... ,9:}
Output: G* ={g1,... ,gt}

G =G

1:=1
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WHILE ¢ <t DO

gi =g o)
G* = (G" = {gi}) U{g:}
ti=1+1
Teorema 1.1.20 Sea G' = {¢1,...,9+} una base de Grébner minimal del

ideal I C k[X] tal que todos los términos principales de los polinomios de G’
tienen coeficiente 1. Entonces el algoritmo de reduccidn aplicado al conjunto
G’ devuelve la base de Grobner reducida para el orden < del ideal I.

Por ltimo, enunciaremos el teorema de eliminacién para bases de Grob-
ner, resultado imprescindible para desarrollar la teoria de ideales binomiales.

Definicion 1.1.21 Dado un entero 0 < r < n, diremos que un orden mono-
mial < sobre k[X] es de eliminacion de tipo r, si cualquier monomio de k[X]

que contenga alguna indeterminada de {X,y1,...,X,} es mayor que todos
los monomios de k[X1,...,X,].
Ejemplo 1.1.22 Consideremos el orden lexicografico <o, en k[X1, ... , X,]

donde X7 <joy X2 <Jox -+ <lox Xn; €s decir, X& <jo X8 sila primera
coordenada no nula desde la derecha del vector 3 — o € Z™ es positiva. Es
claro que el orden monomial <y, es de eliminacién de tipo r, para cualquier
re{0,...,n}.

Ejemplo 1.1.23 Dado un orden monomial < en k[X,...,X,], se define
el orden monomial <" en k[X,...,X,, Z1,...,Z,] por:

X720 < X729 < o bien Z° < Z% 0 bien 2° = z% y X* < X°.
El orden <’ asi definido es un orden de eliminacién en k[X, Z] de tipo n.

Teorema 1.1.24 (Teorema de eliminacién) Sean I un ideal del anillo
de polinomios k[X1,...,X,] y G una base de Grobner de I respecto a un
orden monomial < de eliminacion de tipo r. Entonces, el conjunto

G, =GNk[X,... X,

es una base de Grébner del ideal de eliminacion I Nk[Xy,...,X,].
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1.2 Ideales binomiales y bases de Grobner

Al igual que ocurre con los ideales monomiales, se ha desarrollado toda
una teoria que analiza las propiedades de los ideales binomiales del anillo
de polinomios. El resto de este capitulo estd destinado a detallar aquellos
resultados de esta clase de ideales, esenciales en nuestro planteamiento de
la teoria de curvas monomiales. Dichos resultados se pueden encontrar en
el articulo “Binomial Ideals” [ES].

Llamaremos binomio de k[X] = k[X1,...,X,] a cualquier polinomio
que tenga como mucho dos términos. Es decir, polinomios de la forma
AX™® — X% donde A\, p € ky m,n € (Z>o)".

Definicién 1.2.1 Dado un ideal I del anillo de polinomios k[X], diremos
que I es binomial si admite un sistema de generadores formado por binomios.

Fijemos un orden monomial < sobre el anillo de polinomios k[X].

Proposicién 1.2.2 Sea I un ideal binomial de k[X] y sea G la base de
Grébner reducida de I para el orden <. Se cumple:

(a) G estd formada por binomios.

(b) La forma normal mdédulo G de un término de k[X]| es, de nuevo, un
término.

Dem.

(a) Como I es un ideal binomial, admite un sistema de generadores for-
mado por binomios. Aplicamos a dicho sistema los algoritmos de Buch-
berger y de reduccién para la obtencién de la base de Grobner reducida
de I (Algoritmos 1.1.13 y 1.1.19). Como tanto los S-polinomios como
los restos de las divisiones de binomios por binomios siguen siendo
binomios, obtenemos el resultado.

(b) En el algoritmo de divisién, cada divisién parcial de un término entre
binomios devuelve un término (Algoritmo 1.1.6).

]

Corolario 1.2.3 Sea I un ideal de k[X]. Son equivalentes:

o [ es binomial (ndtese que esta condicion no depende de <).
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o La base de Grobner reducida de I para el orden monomial < estd
formada por binomios.

Corolario 1.2.4 SiI C k[Xy,...,X,] es un ideal binomial, entonces, para
r €{0,...,n} el ideal de eliminacion I Nk[X1,...,X,] es binomial.

Dem. Sea G la base de Grobner de I para el orden lexicogréfico con X <
... < X,. Se tiene que el conjunto G, := G Nk[Xy,...,X,] es una base de
Grobner del ideal de eliminacién I Nk[X, ..., X,] (Teorema 1.1.24), y por
tanto este es un ideal binomial.

O

Basandonos en estos resultados, podemos decir algo acerca de la inter-
seccién de ideales binomiales, que en general no resulta ser un ideal binomial.
Sin embargo, si se cumple que:

Corolario 1.2.5 Si I, I', Ji, ... ,Js son ideales de k[X] cumpliendo que I,
I' son binomiales y J1, ... ,Js son monomiales (generados por monomios),
entonces

I+ +J)N...0(I+Jg)
es un ideal binomial.

Dem. Supongamos que s = 1. Consideremos el anillo de polinomios k[X7,
oo, Xp,t] yelideal L =TI+t¢I'+ (1 —t)Jy, dentro de dicho anillo. Como L
es binomial, su ideal de eliminacién LNk[X1,... , X,] es binomial (Corolario
1.2.4). Veamos que este es el ideal del enunciado. Si f € (I +1')N (I + J1),
entonces f se puede escribir f = f; + g1, donde f € [y g1 € (I +1') N Jy.
Como f = fi+tgi+(1—t)g1, escribiendo g1 = f*+¢* con f* € [y g* € I, se
tiene f = fi+tf*+tg*+(1—t)g1. Ademds, teniendo en cuenta que fi+tf* €
Tk[X1,..., X, t], g* € I' y g1 € J1, se tiene que f € LNEk[Xy,...,X,]
Reciprocamente, si f(X) es un polinomio de L N k[X1,...,X,], existen
polinomios f1(X,t), f2(X,t) v f3(X,t) en los ideales I, I' y J; extendidos
al anillo k[X1,... , Xy, t], cuampliendo

f(X) = fl(X’t> +tf2(Xat) + (1 _t)fS(X7t)'

Haciendo en la expresién ¢t = 0 y teniendo en cuenta que si h(X,t) pertenece
aJk[X1,...,Xn,t],donde J es un ideal de k[ X], entonces h(X, \) € J para
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cualquier A € k, obtenemos que f(X) pertenece a I + J;. Haciendo ahora
=1, tenemos f(X)e I +1TI'.
Sea ahora s > 1. El resultado se deduce de escribir

I+INNnI+J)n...nI+J,) =
=(I+((I+I"NnUI+J)n...0n I+ Js-1))) NI+ Jy)

y aplicar hipétesis de induccién.
O

Corolario 1.2.6 SiI es un ideal binomial de k[X] y J1, ... ,Js son ideales
monomiales de k[ X], se cumple:

1. La interseccion (I + J1) N ...N (I + Js) estd generada por monomios
modulo 1.

2. Cualquier monomio de la suma I + J1 + ...+ Js estd en uno de los
ideales I + J;. En particular, st m,my,... ,mg SOn monomios y m €
I+ (my,...,ms) entonces m € I + (m;) para algin i € {1,...,s}.

Dem. Sea G = {gi,... , g} labase de Grobner reducida de I respecto de un
orden monomial < sobre k[X]. Sea p el conjunto de monomios de k[X] que
no estén en in(7), denominados monomios estandar médulo I. Denotaremos
por &z a la imagen de p por la aplicacién de paso al cociente médulo I. Es
cierto que el conjunto i es base del k-espacio vectorial k[X]/I. En efecto,
sea f un polinomio que no esta en I y denotemos por 7 la forma normal de f
modulo G. Sabemos que in(I) = (LT(¢1),...,LT(g,)) y que ningtin término
de r es divisible por ninguno de los términos LT(g;), luego ninguno de los
términos de r estdn en in(I). Por lo tanto, si el conjunto {A\ymq, ..., Ay}
son los términos de r, entonces f + [ = Zle Aim; + 1, donde m; + 1 € n
para todo i € {1,...,t}. Luego fi es sistema de generadores de k[X]/I.
Ademds, es claro que se trata de un conjunto libre.

Como para cada i € {1,...,s} el ideal J; es monomial, entonces, si
denotamos por B; al conjunto de monomios de .J;, se tiene que B; es un
sistema de generadores de .J; y pasando al cociente médulo I, el conjunto B;
genera J;. Aplicando la Proposicién 1.2.2 (b), se deduce que todas las clases
en B, o tienen un representante que es un término que no esté en in(7) o son
la clase cero, luego B;\{0} C i y por tanto B;\{0} es base de J;. Ademds
N;—;(B:\{0}) es una base de ;_; J; y el apartado 1 queda demostrado.

Utilizando, de nuevo, la Proposicién 1.2.2 (b), si m + I es un monomio
contenido en I + 7 | J; entonces su clase médulo I estd representada por
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un monomio estdndar. Por lo tanto m + I € S JiNT. Puesto que
Ui, Bi\{0} es una base de Y7, J; y el conjunto {m + I} U (J;_, Bi\{0})
es libre (por estar contenido en una base, ), m + I € |J;_, B;; es decir,

existe i € {1,...,s} tal que ™ € B; y entonces m € I + J;.

O
Corolario 1.2.7 Sean I C k[X] un ideal binomial, my, ... ;m; monomios
vy fi,..., ft polinomios tales que Zle fim; € 1. Si llamamos f;; a los

términos de f;, entonces, para todos i,7, fijm; € I o existen términos f;;
y fuy distintos y un escalar a € k* tales que fiym; + afyjymy € I. En
particular, para cualquier monomio m, los ideales cocientes (I : m) y (I :
m®) :=Jo2 (I : m®), son binomiales.

Dem. Sean < un orden monomial sobre k[X], G la base de Grobner re-

ducida de [ respecto de <y f = 22:1 fim; € I. Como f € I entonces
G

fG = 0 y aplicando la Proposiciéon 1.1.10 se tiene Z”m = 0. Si de-
notamos f;; := WG, los polinomios ;; son términos (Proposicién 1.2.2)
y > tij = 0. Tenemos, por tanto, una suma de términos igual a cero,
con lo cual, dado (7,7) o bien p;; = 0; es decir, f;jm; € I, o bien existen
(i',7") # (1,7) y a € k* tales que pi; = apyrjr; es decir, fijm; —afyjmy € 1.

Ademas, los ideales (I : m) y (I : m®) son binomiales. En efecto, sea
fe(:m), f=>_, fi donde los f; son términos. Sea B el conjunto de
binomios de (I : m), incluidos monomios, y 7 > 1. Puestoque Y _;_, fim € I,
por el enunciado anterior, o bien f, € (I : m), en cuyo caso f = f+ fr
con f; EByf:Zg;ll i € (I : m), o bien existen j < ry a € k*
con fr +af; € B, en cuyo caso f = f+ (fr +af;) con f. +afj € By
f=fH+...+0—=a)fj+...+ fr—1 € (I:m). En ambos casos, aplicando
hipétesis de induccién sobre el nimero de términos a f, polinomio que tiene
como mucho r—1 términos, demostramos que f estd generado por polinomios
de B.

O

El ultimo resultado técnico que necesitamos para el estudio posterior de
los ideales binomiales del anillo de polinomios y del anillo de polinomios de
Laurent, esta recogido en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.8 Sean I un ideal binomial y M un ideal monomial en
EX]. Sifel+My/f eslasuma de los términos de f que no estin
individualmente contenidos en I + M, entonces f' € I.
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Dem. Por comodidad en la notacién, podemos suponer que f = f’. Sean <
un orden monomial sobre k[X], G la base de Grobner reducida de I respecto
de < y G un conjunto finito de monomios que generen el ideal engendrado
por todos los monomios contenidos en I + M. Gy es base de Grobner de
dicho ideal. Aplicando la Proposicion 1.1.12, G U GGj; es base de Grobner
de I + M ya que:

e Los S-polinomios que se forman con binomios de G, se reducen a cero
modulo G, y por lo tanto también lo hardan médulo G U Gyr. Lo
mismo ocurre con los S-polinomios que se formen con monomios de
G, va que Gy es base de Grobner del ideal engendrado por todos
los monomios contenidos en I + M.

e Sean g € Gy m € Gyy. El S-polinomio S(g, m) produce un monomio
que pertenece a I + M. Pero Gj; es una base de Grobner del ideal

-G
generado por estos monomios, luego S(g,m) M= y por tanto se

—GUG
tiene S(g,m) e,

Sea t un término de f. Por la Proposicién 1.2.2, 7699 o5 un término
no nulo, pues ninguno de los términos de f estan en I + M (por hipétesis).
Ademas, al ir dividiendo ¢ por binomios de G se obtienen como restos par-
ciales términos que tampoco pueden pertenecer a I + M, y por lo tanto
tampoco pueden dividirse por ningin monomio de M. Luego en el proceso
de divisién de t por G U GGy sélo intervienen polinomios de G, y por tanto

FeUeM _ 3@ para todos los términos de f. Aplicando la Proposicién 1.1.10,
G —GUG

f =f , que vale cero ya que f € I + M. Por lo tanto f € I.

O

1.3 El anillo de polinomios de Laurent

El estudio de los ideales binomiales del anillo de polinomios de Laurent nos
va a aportar informacion privilegiada para obtener resultados combinatorios
de ideales binomiales del anillo de polinomios ([ES]).

Sea k un cuerpo; se considera el anillo k[Xq,... ,Xn,Xl_l,... X,
denominado anillo de polinomios de Laurent en n indeterminadas con coe-
ficientes en k. En lo que sigue lo denotaremos por k[X*] o k[Z"]. Veamos
cémo caracterizar los ideales binomiales de Laurent, es decir ideales de k[ X ]

que admitan un sistema de generadores formado por binomios.
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Definicion 1.3.1 Llamaremos reticulo a cualquier Z-mdodulo libre de rango
finito.

Definicion 1.3.2 Dado un subreticulo L de Z™, llamaremos saturacion de
L al reticulo

Sat L:={m € Z" |3d € Z con dm € L}.
Ademds, diremos que L es saturado si L = Sat L.

Definicion 1.3.3 Un cardcter parcial sobre Z™ es un homomorfismo de gru-
pos p : L, — k¥, donde L, es algin subreticulo de Z". Diremos que p es
saturado cuando L, lo sea.

Definicion 1.3.4 Dado un cardcter parcial p, se define el ideal binomial de
Laurent asociado a p como

I(p) == ({X™ — p(m) | m € L,}).

Estos no sélo son un tipo de ideales binomiales de k[X¥], sino que cons-
tituyen el conjunto de todos sus ideales binomiales propios. Este importante
hecho asi como ciertas propiedades de los ideales asociados a caracteres, se
tratan en el siguiente teorema. Para entender los ideales binomiales de
E[X*], hay que tener en cuenta que, salvo producto por unidades, cualquier
binomio no nulo y no unidad en k[X*] puede ser escrito de la forma X™—c,,
donde m € Z" y ¢, € k™.

Teorema 1.3.5 Sea k[X7] el anillo de polinomios de Laurent sobre k. Se
cumple:

1. Sip: L, — k* es un cardcter parcial y X™ — c € I(p), entonces
mé€ L, yc=p(m).

2. Si I es un ideal binomial propio de k[XT], entonces existe un tinico
cardcter parcial p sobre Z™ con I = I(p).

3. Simy,...,m, esuna base de L,, los binomios X™ —p(m;),... , X™r—
p(m,.) generan I(p) y forman una sucesion reqular en k[X*]. Ademds,

ht(I(p)) = rango(L,).

Supongamos ahora que k es algebraicamente cerrado.
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4. I(p) es primo si y solo si L, es saturado.

5. Sean p > 0 la caracteristica de k y p : L, — k¥ un cardcter parcial
sobre Z". Si L es un subreticulo de Z™ tal que el grupo L/L, es finito
de orden g primo con p, entonces existen eractamente g extensiones
distintas p1,...,pg de p a L, cumpliéndose ademds

g
I(p) = () 1(53).
=1

Si g es una potencia de p, entonces existen una unica extension p', de
p a L, y una filtracién por k[X*]-médulos de k[X*]/I(p),

k[ XF)/I(p) =My D>M; D>...0 M, =0
tal que M;/M;y1 = k[X*E]/I(p) para 0 <i<g— 1.

Dem.

1. Sea J el ideal de k[X;,... , X, Z1,... ,Zy] generado por {X;Z; — 1| i =
1,...,n}. Con la identificacién k[X*] = k[X1,...,Xn, Z1,..., 2]/ J, sea
I'(p) el ideal de k[ X, Z] (conteniendo a J), tal que I(p) = I'(p)/J. Entonces,
el conjunto

G={X2"—pla—b—c+d)X°Z|a,b,c,dcN"ya—b—c+decL,},
es sistema de generadores de I'(p). En efecto, como

(X9ZY — pla—b—c+d)XZY) +J =
_ Xc—d(Xa—b—c+d _ p(a —b—c+ d)) € I(p)’

se tiene G C I'(p). Por otra parte, dado m € L, pongamos m =m, —m_
donde m,,m_ € (Z>p)". Entonces X — p(m) = X"+ Z™~ — p(m) + J,
de donde I'(p) estéd generado por {X™+Z™- —p(m, —m_) | m € L,} U
{X;Z; —1|1<i<n}, que es un subconjunto de G.

Ademas, si < es cualquier orden monomial en k[X, Z], G es una base
de Grobner (aunque infinita) de I(p) para dicho orden. Para demostrarlo
consideremos dos polinomios cualesquiera de G:

p1 = X gb — p(a1 —by—c1 + dl))(chd1
P2 = Xoa2zb2 _ p(ag — by —co + dQ)AXvCQZd2 .
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Podemos suponer que los términos principales para < de estos dos poli-
nomios son los que aparecen en primer lugar. Sean a = max(aj,ag) y
b = max(by, bs). El S-polinomio de p; y py es

S(p1,pa) = X0~ zbbiy, — xa—e2zb=brp, = xagb G &4 d)xezd

donde a = a — as + ¢, i):b—bg-f—dg, c=a—a+c yJ:b—b1+d1.
Ahora bien, a —b—¢é+d € L,, luego S(p1,p2) € G y en consecuencia G
es base de Grobner (el resultado de la Proposicién 1.1.12 también es valido
para conjuntos infinitos).

Sea X™ — ¢ un binomio cualquiera de I(p). Si consideramos como antes,
m=m,—m_dondem,,m_ € (Z>o)", entonces X™—c = X"+ 7™~ —c+J,
es decir, X™+Z™- — ¢ € I'(p). Como G es base de Grobner de I'(p),
Xy gm- c. Pero en el proceso de divisiéon por G de X™+ 7™~ los
restos en cada paso, y por tanto el resto final, tienen la forma p(a — b — ¢+
d)xm+—atezm_—b+d qonde a — b —c+d € L,. En consecuencia, tendremos
c=pla—0b—c+d)X2+—otezm—ttd con g — b —c+d € L,. Luego
m, —a+c=0,m_—b+d=0yc=pla—b—c+d). Porlo tanto
m=a—b—c+deL,yc=p(m).

2. Por ser I un ideal binomial propio de k[X*], estd generado por binomios
de la forma X™ — ¢, con m € Z" y ¢y, € k¥, y por tanto, si definimos
L,={meZ"|3cy € k* con X™ — ¢, € I}, entonces L, # (. Ademas, es
cierta la igualdad

xmtm CmCy = (X™ — cm)Xm/ + Cm(Xm/ — ), (1.1)
y por tanto si X™ —¢,, y X m _ ¢py son polinomios de I, entonces X mtm’ _
CmCy, esta en I, luego L, es un reticulo. Ademas, el valor ¢, tal que X™ —
Cm € I es tnico para cada m € L,, pues en caso contrario existirfan dos
binomios distintos X™—c, X™—d en I, luego c—d € I en contra de que I es
propio. Teniendo en cuenta esto, se puede considerar la aplicacién p : L, —
k* definida por p(m) = ¢, que resulta ser un cardcter parcial (ecuacién
1.1). Por lo tanto, hemos encontrado un caracter parcial p cumpliendo:

I={X"—cp|meLy}) = ({X™—p(m) [me L}) = I(p).

La unicidad de p se deduce del apartado 1.

3. Consideremos una base de L,, {my,...,m,}, y un binomio de I(p),
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™ — p(m). Como m € L,, existen enteros a; con m = » ., a;m;. Asi

I8
X™ — p(m) = XOmtetom — 5N " gm,).

De la ecuacién (1.1) se deduce entonces que para comprobar que el con-
junto C' = {X™i — p(m;) | 1 <7 <r} es un sistema de generadores de I(p),
basta ver que para todo i, X™i — p(m;) y X ™ — p(—m,;) estén en el ideal
generado por C. Esto es obvio pues X ™™ —p(—m;) = —p(—my;) X 2 (X ™ —
p(m;)).

Veamos que este sistema de generadores forma una sucesién regular en
k[X*]. Denotemos J = (X171 — 1,... , X, Z, — 1) y sea M = M/J uno de
los ideales maximales de k[X*]. Entonces

+ k [X 24 ]./\/l
RIX T = JE[X, Z)
kE[X, Z)m es un anillo Cohen-Macaulay (CM) por ser k un cuerpo ([Mat],
th.17.7). Por otra parte, {X12; — 1,... , X,,Z, — 1} es una sucesién regular
en k[X, Z|m, pues k[ X, Z)pm/Jk[X, Z]pm es dominio de integridad. Como
consecuencia k[X, Z] p/ Jk[X, Z] p = k[X*] 57 es CM para todo maximal M
([Mat], th.17.3), luego k[X*] es CM. Asi que para ver que {X™ — p(m;) |
1 <@ < r} es una sucesién regular, basta ver que ht(I(p)) = r (como I(p) es
un ideal propio, podemos localizar en un maximal que lo contenga y aplicar
[Mat], th.17.4).

Por otra parte, como el ideal J esta generado por una sucesién regular
de n elementos,

dim(k[X*]) = dim(k[X, Z]) — ht(J) = 2n — n = n,

y, andlogamente, si L es un subreticulo de Z" entonces k[L] = @, ., kX™
es un anillo de dimensién rango(L). Denotemos L = Sat L, y sea L’ el
complementario de L en Z". Sea I(p) = I(p)Nk[L]. Puesto que I(p)Nk[L] =
(0) (ya que I(p) estd generado por elementos de k[L]), se tiene

KIXF)/1(p) = K[Z"]/1(p) = K[L]/I(p) @ k(L] (1.2)
Por lo tanto dim(k[X=]) — ht(7(p)) = dim(k[X*]/I()) = dim(k[Z}/F(p)) +
rango(L'); es decir, si r = rango(L), h ( ( )) = n—(n—r)+dim(k[L]/I(p)) =
r-+dim(k[L]/I(p)). Pero la extensién k C k:[L]/ I(p) es entera, pues sim € L
entonces existe h € Z de forma que hmm € L, (L = Sat L,) y podemos
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suponer h > 0, con lo cual X™ + I(p) es raiz del polinomio T — p(hm).
Luego dim(k[L]/I(p)) = 0 y por tanto ht(I(p)) = r, luego la sucesién es
regular y ht(I(p)) = rango(L,).

4. Si L, es un reticulo saturado k[L]/I(p) = k y de (1.2) se deduce
k[X*]/I(p) = Kk[L'], que es dominio de integridad. Por lo tanto I(p) es
primo.

Reciprocamente, supongamos que I(p) es primo. Si m es un elemento
del saturado de L,, existe un entero positivo d cumpliendo dm € L,. Sea
¢ € k* una raiz primitiva d-ésima de la unidad (estamos suponiendo k alge-
braicamente cerrado). Entonces, si a € k,

d
v —al = T[(¥ - €a),
=1

y por tanto, se tiene

d

X — p(dm) = [[(X™ = &'p(m)). (1.3)
=1

Como I(p) es primo, existe 7 tal que X™ — £'p(m) € I(p), con lo cual segiin
se vi6 en el apartado 1, m € L,. Luego el reticulo es saturado.

5. Como L/L, es un grupo abeliano finito, aplicando el teorema de estruc-
tura de grupos abelianos, L/L, es suma directa de grupos ciclicos. Luego,
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que se trata de un grupo ciclico
de orden g. Diagonalizando la matriz de inclusién de L, en L encontramos
una base {m;,... ,m,} de L con {my,... ,m,_;,gm,} base de L,, siendo r
el rango de los dos Z-mdédulos. Entonces, para cualquier extension p’ de p a
L, el elemento p/(m,) es una raiz g-ésima de p(gm,.), pues

(p'(m,.))? = p'(gm,.) = p(gm,.).

Sea ¢ € k™ una de estas raices g-ésimas. Variando £ en el conjunto de

las raices g-ésimas de la unidad, £c nos da todos los posibles valores para

p'(m,). Si definimos J = (X™ — p(my),..., X% -1 — p(m,_;)), por el

apartado 3, los ideales asociados a las extensiones, p’, de p son de la forma

I(p)) = J+ (X™r — &c), donde £ varia en las raices de orden ¢ de la unidad.
En el anillo R = k[X*]/J, se cumple:

1)/ = (X720 — ) R = T[(X — )R = (X — ge)R = (Y I(6))/].
3 3 o
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Por lo tanto I(p) =, I(p'). Sila caracteristica de k no divide a g, existen
g raices g-ésimas de la unidad distintas y tendremos g extensiones distintas
de p.

En el caso de que g = p", existe una unica raiz g-ésima de la unidad en
k, con lo cual hay una tnica extensién p’, de p a L. Segiin lo que acabamos
de ver, tenemos la filtracién

EXE) D I(p)=J4+ (X2 —¢) D ... DJ+ (X2 — " =1(p) (1.4)

Ademés la aplicacién ¢ : k[ XE]/I(p') — J+ (X —c)?/J 4+ (X —c)it!
definida al multiplicar por (X™r — ¢)?, es un isomorfismo. Esto es debido a
que X™r — ¢ es un no divisor de cero médulo J (apartado 3). Reduciendo
la cadena de contenciones (1.4) médulo I(p), y llamando M; = J + (X7 —

c)i/I(p), obtenemos

E[X*]
I(p)

siendo los sucesivos cocientes,

=MyDM D...0My=—==(0),

M _ T+ (X —)'/I(p) _ T+ (X" —c)
My J+ (X2 — )it /I(p)  J4 (X2 — c)itl’

cocientes que, como hemos visto, son isomorfos a k[X*]/I(p).
]

Utilizando este teorema, podemos describir la descomposicion primaria y
el ideal radical de los ideales binomiales de k[ X *], en términos de operaciones
con reticulos enteros.

Definicion 1.3.6 Si L es un reticulo de Z"™ y p es un nimero primo, se
define Sat, L como el mayor subreticulo de Sat L que contiene a L y tal que
el orden de Sat, L/L es una potencia de p. Si p =0 entonces Sat, L = L.

Definicion 1.3.7 Si L es un reticulo de Z™ y p es un numero primo, Se
define Sat’, L como el mayor subreticulo de Sat L que contiene a L y tal que
el orden de Sat’, L/L es primo con p. Sip =0 entonces Sat’, L = Sat L.

La unicidad de estos reticulos es debida a la unicidad de los p-subgrupos
de Sylow en el caso abeliano.
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Corolario 1.3.8 Sean k un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
pyp: L, — k* un cardcter parcial sobre Z™. Si g es el orden de Sat’, L,/L,,

existen g extensiones de p a Sat’y, L,, p1,...,pg, y para cada j un inico
cardcter p;- extension de p; a Sat L,. Ademds hay un nico cardcter par-
cial, p', extension de p a Saty Ly, y pf, ..., py son las extensiones de p’ a

Sat L,. Con esta notacion, el radical, los primos asociados y la descom-
posicion primaria (minimal e irredundante) de I(p), vienen dados por:

I(p)=1(p") ; Ass(I(p))={I(pj))11<ji<g} : I(p)={)1(ps)
j=1

En particular, si p = 0, el ideal I(p) es radical y los primos asociados
son todos minimales.

Dem. Supongamos que p > 0 y sea p"g con m.c.d.(p,g) = 1 el orden
de Sat L,/L,. Como |Sat’, L,/L,| = gy [Sat, L,/L,| = p" (Definicién
1.3.6), se tiene [Sat L,/Sat’, L,| = p" y |Sat L,/Sat, L,| = g. Siguiendo el
apartado 5 del Teorema 1.3.5, denotemos por p’ a la tnica extensién de p
a Sat, L, y por {p1,...,pq} al conjunto de las extensiones de p’ a Sat L,,.
Consideremos, también, el conjunto {p1,...,ps} de las extensiones de p a
Sat’, L,y paracadaj € {1,...,g} sea p} la inica extensién de p; al Sat L.
Es decir, se tiene el siguiente cuadro de extensiones de caracteres:

~ ~ / /

Py s Py Py Py

Extensiones de un caracter parcial

Los conjuntos de extensiones {p1,...,0¢} ¥ {p},...,py} son iguales,
pues al restringir p; a Sat, L, se tiene una extensién de p a Sat, L,, por lo
tanto p; es una de las extensiones de p’ a Sat L,.
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Aplicando el apartado 4 del Teorema 1.3.5, se deduce que los ideales
I(p;) son primos, y del apartado 5 obtenemos que I(p’) = NJ_,I(p;) (por
tanto I(p') es radical) y que I(p) = ﬂ?zll(pj). Denotemos por 7 bien el
cardcter p o bien uno de los caracteres p;. En la demostracién del apartado
5 del Teorema 1.3.5 se construfan un ideal .J, un binomio b del anillo k[ X ],
no divisor de cero médulo J, y un natural N > 1 tales que I(7) = J + (V)
e I(7") = J+ (b). Por lo tanto /I(7) = I(7'); es decir, \/I(p) = I(p)
y V1(pj) = 1(p;). Ademas, I(p;) es I(p)-primario. En efecto, sea b un
binomio de k[X*] tal que I(p;) = J + (bV) e I(p;) = J + (b). Supongamos
que zy € I(p;) con = ¢ I(p}). 1(p}) es un ideal primo, luego y € I(p). Se
tiene

y € I(p)) = y=2z1+Mb con 21 € Jy A\ € k[XT]
xyeI(pj):>:cy222+/\ng con zp € Jy Ay € k[XT] .

Sustituyendo y en la segunda ecuacién se tiene w21 — 2o = b(Aob™ 1 — A1),
y puesto que b es un no divisor de cero médulo J, \ob™V 1 — \jz € J, luego
Mz € J 4 (BV~1). Pero 2 no pertenece a I(p}) y por un razonamiento
de induccién sobre N, se tendria que J + (bV~1) es T (p};)-primario, luego
A1 € J + (BV71). Por lo tanto, y = 21 + A\b € I(p;) y tenemos que I(p;) es
I(p’;)-primario. Por lo tanto,

I(p) = () 1(p))

Jj=1

es la descomposicién primaria de I(p) y sus primos asociados son {I(p}) |
j € {1,...,9}}. La descomposicién es minimal ya que no puede haber
igualdades del tipo I(p;) = I(p}) con i # j pues p; y p; son extensiones
distintas de p a un mismo reticulo, Sat L,. Ademads, como las extensiones de
paSat'y L,, {p1,...,pg}, son distintas, entonces para cada j € {1,... ,9—
1} existe un elemento m; € Sat’, L, cumpliendo que p;(m;) # py(m;). Es
decir, si para cada j denotamos b; = X™ — p;(m;) entonces b; € I(p;) y
puesto que pj es la extension de py a Sat L,, b; ¢ I(p],). Luego

g—1 g—1 g—1
[T NIy Tt ¢ 1))
j=1 j=1 j=1

ya que I(py) es un ideal primo. Por lo tanto ?;i I(pj) € I(pg) y la des-
composicién es irredundante.

O
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Los tultimos resultados que hemos expuesto son relativos a los ideales
binomiales del anillo de polinomios de Laurent. Estos resultados tienen
una traduccién inmediata para ciertos ideales binomiales del anillo de poli-
nomios, llamados ideales de caracter parcial.

En lo que sigue, dado m € Z", denotaremos m, y m_ a las partes
positiva y negativa de m, de forma que m = m, —m_. Ambos son vectores
con n coordenadas enteras no negativas.

Definicion 1.3.9 Dado un cardcter parcial p sobre Z™, se denomina ideal
de cardcter parcial asociado a p al ideal binomial del anillo de polinomios

k[X] dado por
Li(p) = ({X®+ = p(m)X*™- [m € Lp}).

Proposicién 1.3.10 I, (p) = I(p) Nk[X] y el sistema de generadores dado
en la definicion anterior es base de Gréobner de I (p) para cualquier orden
monomial en k[X].

Dem. Consideremos la cadena de homomorfismos,
KIX] 5 KX, Z) 5 KX, Z]/({XiZ; = 1}) = X7

donde ¢ es el homomorfismo inclusiéon y ¢ es el homomorfismo de paso al
cociente médulo ({X;Z; — 1}). Consideremos el ideal de k[X,Z], I'(p) =
¢ 1(I(p)). Dado un orden monomial < en k[X], se define el orden monomial
<" en k[X, Z] por:

Xzt <! x¢79 «— o bien Z° < Z% 0 bien Z° = 729y X* < X°.

El orden <’ asi definido es un orden de eliminacién para las indeter-
minadas Z1,...,Z, (Ejemplo 1.1.23). Luego si G es base de Grobner de
I'(p) para <’, entonces G Nk[X] es base de Grobner de I'(p) N k[X] para <
(Teorema 1.1.24).

Ahora bien, en la demostracién del apartado 2 del Teorema 1.3.5 vimos
que el conjunto G = {X%Z% —pla —b—c+d)XZ|a—-b—c+de L,}
es base de Grobner de I'(p) para cualquier orden, en particular para <'.
Por lo tanto G N k[X] es base de Grobner de I'(p) N k[X] para el orden <.
Denotemos G* = {X™+ — p(m)X™- | m € L,}. Es claro que G NE[X] =
{mb | m es monomio de k[X]| y b € G*} y como G* genera I (p), también
lo hace GNk[X]. Luego I+ (p) = I'(p) Nk[X] y GNK[X] es base de Grobner
de I (p). Ademas

{LT(®) [be G™}) = {LT() | b € GNE[X]}) = in(]),
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luego G* es base de Grébner de I, (p). Por tltimo, Iy (p) = i 1(I'(p) N
E[X]) =i"toc  (I(p)) = I(p) Nk[X] ya que coi es la inclusién de k[X] en
k[ X*].

U

Corolario 1.3.11 Si[ es un ideal binomial de k[X]| que no contiene ningin
monomio, entonces existe un unico cardcter parcial p, sobre Z", tal que

(I (X1 Xn)>®) = L1 (p)-

Dem. En primer lugar observemos que ITk[XT|Nk[X] = (I : (X1--- X,)>),
ya que si (X1---X,)°f € I entonces f = (X1---Xp)*(X1--- Xpn)7°f €
Tk[X™]. Reciprocamente, si f € Tk[X*] N k[X], se tiene f = >>'_ g;h; con
gi € k[X*] y h; € 1. Eligiendo s > 0 tal que para todo i € {1,...,t} se
cumpla (X1 -+ X,,)%g; € k[X], se tendra f(X1---X,,)° € I. Puesto que I es
binomial y no contiene monomios, el ideal Tk[X*] es binomial propio, luego
existe un tnico cardcter parcial p tal que Tk[X*] = I(p) (Teorema 1.3.5,
apartado 2). Pero, por la Proposicién 1.3.10, se tiene que I(p) N k[X] =
I, (p), de donde se deduce este corolario.

(]

Corolario 1.3.12 Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, el radical, la
descomposicion primaria y los primos asociados de I (p) se obtienen como
indica el Corolario 1.3.8, cambiando I(—) por I.(—).

Dem. No hay mds que tener en cuenta que Iy (p) = I(p)Nk[X] (Proposicién
1.3.10) y utilizar los dos resultados siguientes:

e Si B es un subanillo de A e I un ideal de A entonces vI N B = VINB.
e Si Q es un ideal de A, P-primario, entonces @ N B es P N B-primario.

O

En el Teorema 1.3.5 vimos que lo ideales binomiales propios del anillo
de polinomios de Laurent son exactamente aquellos asociados a caracteres
parciales I(p). Sin embargo, en el caso del anillo de polinomios el resultado
es mas débil, como demostraremos a continuacion.

Corolario 1.3.13 Los ideales del anillo de polinomios k[X] de la forma
I (p) son exactamente aquellos ideales binomiales cuyos primos asociados
no contienen mMonomios.
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Dem. Sea I = ﬂ?zl Q; la descomposicién primaria de un ideal binomial I
de k[X]. Denotemos P; = \/@ para j € {1,...,d}. Si suponemos que los
P; no contienen monomios, tampoco los contiene I, luego existe un caracter
parcial p, sobre Z", tal que (I : (X1---X,)*>) = I+(p) (Corolario 1.3.11).
Ahora bien, si (X;---X,)°f € I entonces para todo j, (Xi---X,)f* € Q;
y (X1 X3)® € Pj, luego f € Q; y por tanto f € I. Luego I = I (p).
Reciprocamente, los primos asociados a I (p) no contienen monomios, ya
que segun vimos en el Corolario 1.3.12, estos primos son ideales asociados a
un caracter parcial y si contuvieran monomios no serian propios (Proposicién
1.3.10).

O

Este resultado nos va a permitir caracterizar, usando ideales asociados a
caracteres parciales, todo el conjunto de ideales primos binomiales del anillo
de polinomios, lo cual serd fundamental en nuestro estudio de las curvas
monomiales.

Definicién 1.3.14 Dado un ideal I de k[X], llamaremos célula asociada a
I al conjunto Zy:={i € {1,... ,n} | X; ¢ I}.

Notacién 1.3.15 Dado Z C {1,... ,n}, denotaremos ZZ := {(a1, ... ,a) |
a; = 0 para todoi ¢ Z}, k[Z] serd el anillo de polinomios k[{X;}icz]| v
M(Z) el ideal de k[X] generado por el conjunto {X; | i ¢ Z}. En ocasiones
trabajaremos con la identificacién natural Z% = ZI2!.

Corolario 1.3.16 Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado, y sean P un
ideal de k[X] y Z su célula asociada. El ideal P es primo binomial si y
solo si existe un cardcter parcial saturado p en el reticulo ZZ tal que P =
L (p) + M(2).

Dem. Si P es un ideal primo binomial, el ideal P = P/M(Z), en el anillo
k[Z], es también binomial y no contiene monomios. Aplicando el Corolario
1.3.11, existe un cardcter parcial p sobre ZZ cumpliendo (P : ([[,cz X)) =
I (p). Ademés P = (P : ([T;cz X)) pues P es primoy X; + M(Z) ¢ P
para i € Z. Por lo tanto P = I (p) + M(Z2).

Reciprocamente, es claro que si P = I, (p) + M(Z) entonces P es bi-
nomial. Denotemos ahora {Z1,...,Z;} ={X; | X; ¢ P} y {¥1,...,Ys} =
{X; | X; € P}. Segtn esta notacién, L, es un subreticulo de Z'. Para
ver que el ideal P es primo, veamos que es el niicleo del homomorfismo
sobreyectivo de anillos

b:k[Z1,..., 2, Y0, .. Y] — k[TF],
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definido por ¢(V;) = 0y ¢(Z2) = p(m)T™, donde m = m + L, € Z'/L,,
k[T*] es el anillo de Laurent asociado al reticulo Z!/L, (como L, es saturado,
Z'/L, es subreticulo de Z') y p es una extensién cualquiera de p a Z'.

Consideremos el homomorfismo sobreyectivo ¢ : k[ZF] — k[T*] dado
por p(Z™) = p(m)T™. El nicleo contiene al ideal primo I(p), ya que
para m € L, se tiene p(Z™ — p(m)) = p(m)T™ — p(m) = p(m) — p(m) = 0.
Ademas se tiene que I(p) es un ideal primo de altura el rango de L, (Teorema
1.3.5, apartados 3 y 4), y t — rango(L,) = dim(k[T#]) = dim(k[ZF]) —
ht(ker ¢) = t —ht(ker(p)). Por lo tanto, tenemos dos ideales primos de igual
altura, con I(p) C ker(p), luego son iguales.

Si ahora consideramos el homomorfismo « : k[Z,Y] — k[Z*] definido
por a(Z;) = Z; y a(Yy) = 0, entonces a~*(I(p)) = I (p) + M(Z) = P. En
efecto, puesto que I, (p) C I(p) y a(M(Z)) = 0 entonces se tiene I (p) +
M(Z) C a~1(I(p)). Reciprocamente, sea f € k[Z,Y] tal que a(f) € I(p).
Si escribimos f = f1 + fo2 donde f1 € k[Z] y fa € ({Yi | 1 <k < s}), como
a(fz) = 0 entonces fi = a(f1) € I(p) y se tiene f1 € I(p) N k[Z]. Por el
Corolario 1.3.11, I(p) Nk[Z] = I+ (p), luego f1 € I+ (p) y f € I+(p)+ M(2).

Ademés como ¢ o a = ¢ entonces ker(¢) = ker(poa) = a1 (I(p)) =P
y se tiene que P es un ideal primo.

U

Otra propiedad necesaria en nuestro estudio posterior de las curvas
monomiales, es que el cardcter binomial de un ideal se translada a sus primos
asociados.

Proposiciéon 1.3.17 Si I es un ideal propio binomial del anillo de poli-
nomios k[X|, sus primos asociados son también binomiales.

Dem. Si existe un cardcter parcial p en Z"™ con I = I;(p), el resultado
se obtiene aplicando los Corolarios 1.3.12 y 1.3.8. Si ahora suponemos que
(I : X;) = I para todo ¢ € {1,...,n}, entonces I no contiene monomios
y ademds se tiene (I : (X1---X,,)>) = I. Luego aplicando el Corolario
1.3.11, existe un caracter parcial p sobre Z™ con I = I (p), y el enunciado es
cierto. Supongamos, finalmente, que existe un indice i € {1,... ,n} con (I :
X;) # I. Ademas, podemos suponer que X; ¢ I, ya que en caso contrario,
reduciendo médulo X;, obtenemos un ideal binomial en una indeterminada
menos, y aplicando hipétesis de induccién se tiene el resultado. En estas
condiciones, se tiene una sucesion exacta,

0 — K[X]/(I - X;) 2% k[X]/T — k[X]/(I, X;) — O,
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y por tanto Ass(/) C Ass(I : X;) U Ass(/, X;). Pero como I es binomial,
(I : X;) también lo es (Corolario 1.2.7). Ademdas I & (I : X;) e I & (I,X;),
luego aplicando induccién noetheriana se obtiene el resultado.

U

1.4 El radical de un ideal binomial

Veremos en esta seccién que el radical de un ideal binomial del anillo de
polinomios es binomial. Para ello consideramos los siguientes lemas previos:

Lema 1.4.1 Sean R un anillo conmutativo, y X1,...,X, elementos de R.
Si I es un ideal de R, entonces

VI=/(I: (X1 X)®) NI+ (X)N...nVT+(X,).

Dem. Sea P un primo que contiene a I. Si (I : (X1 ---X,,)>) Z P, entonces
existen un elemento f del anillo y un entero positivo d, con (X1 --- X,,)%f € I
y f ¢ P. Pero como P es primo, X; pertenece a P para algin i. Luego P
contiene a I + (X;) para algtin i y la igualdad del lema es inmediata.

O

Lema 1.4.2 Sean A = k[X1,...,X,] y A" = k[Xy,..., Xp—1]. Si I' es
un ideal de A" entonces I' = (I'A + (X,,)) N A’. Ademds, si I' es radical,
I'A + (X,) también lo es.

Dem. Si f € (I'A+ (X,)) N A, entonces existen h; € A, g € I' y h e A
tales que f = Y hijg; + hX,. Escribiendo h; = h;; + hi2 X, con h;y € A,
se tiene f = > hij19; + (O hiegi + h) X, y puesto que f € A’) se deduce
f=>hagi el
Supongamos ahora que I es radical. Si f = (f1+ foX,) € VI'A+ (X)),
entonces existe N € Zsq tal que f¥ € I'A + (X,), con lo cual ¥ €
(I'A+ (X,))NA"=1TI". Como estamos suponiendo I’ radical, f; € I' y por
lo tanto f € I'A+ (X,,).
O

Lema 1.4.3 Sean A = k[Xy,... , X, y A = k[Xy,... , X—1]. Si 1 es un
ideal binomial de A y denotamos por I' al ideal binomial I N A’, entonces
I+ (X,) esla suma de I' A+ (X,) mds un ideal generado por monomios de

A
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Dem. Se deduce de forma inmediata del hecho de que cada binomio de
I o pertenece a I, o al ideal (X,,), o es congruente médulo (X,) con un
monomio de A’.

U

Proposicién 1.4.4 Sea I un ideal radical binomial de k[X]. Si M es un
ideal monomial, entonces existe un ideal monomial My con I+ M =1 +
M;.

Dem. Si M = (0) no hay nada que probar, luego podemos suponer que M
contiene a algin monomio, con lo cual ((I + M) : (X;1...X,)>®) = k[X].
Aplicando el Lema 1.4.1 al ideal I + M,

n

VI+M=\VT+M+(X,).

i=1

Si vemos que para todo 7 existe un ideal monomial M; tal que /I + M + (X;)
= I + M;, utilizando el Corolario 1.2.6 se deduce la proposicién.

Para simplificar la notacién supongamos que i = ny sean A = k[Xq,...,
X,y A =k[X1,...,Xn-1]. Como I es binomial, por el Lema 1.4.3 existe
un ideal monomial J* en A’ de forma que I+(X,,) = I'A+J*A+(X,,) donde
I’ = INA’. Por lo tanto, por ser M monomial, existe un ideal monomial .J en
A con I+ M+(X,) = I"A+JA+(X,). I es un ideal radical binomial de A’,
luego aplicando hipétesis de induccion sobre el nimero de indeterminadas, se
deduce que existe un ideal monomial J; en A’, cumpliendo v I' + J = I'+J;.
Aplicando el Lema 1.4.2, (vI' + J)A + (X,,) es radical. Entonces:

VI+M+(X,) =/ I'A+JA+(X,) C
c JWTTDA+ (X)) = (VT F DA+ (X,) (15)

Por lo que hemos visto, se tiene,

(VI'+ J)A+ (Xp) =T'A+ hA+ (X)) CT+ LA+ (X,) C

CVI+M+(X +J1A—\/I’A+JA+X>+J1A:

= VIA+JA+(X,) =T+ M+ (X,). (16)

De (1.5) y (1.6) se tiene que \/I—i- M+ {(X,) = (VT +J)A+(X,) y de
(1.6) se deduce /I + M + ( =1+ J1A+ (Xy), luego J1A+ (X,) es el

ideal monomial que estébamos buscando.
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O

Estamos ya en condiciones de demostrar que el caricter binomial de
ideales del anillo de polinomios, se conserva por radicales.

Teorema 1.4.5 Si I C k[X] es un ideal binomial, entonces /T es binomial.

Dem. Veamos la demostracién razonando por inducciéon sobre el niimero
de indeterminadas. Para n = 0 el resultado es trivial.

Consideremos, para cada j € {1,... ,n}, el anillo A; = k[X1,...,X;_1,
Xjt1,-..,Xy] yelideal I; = I N A;. Aplicando induccién sobre el niimero
de indeterminadas se tiene que \/E es binomial. Si definimos I = I +

Z;L:l(\/z)k‘[X} e fj =In A;, entonces I es binomial, VI=VT y \E =
\/Tj - fj. Luego substituyendo I por I podemos suponer que los I; son
radicales.
Se tiene (Lema 1.4.1)
VI=/(I: (X1 X)®) NI+ (X)N...nVI+(X,),

y elideal I’ = \/(I : (X7 -+ X,)™) es binomial (Corolarios 1.3.11 y 1.3.12).
Ademds, I' = I + I'. Si encontramos para cada j un ideal monomial M
tal que /I + (X;) = I + Mj, se deducird del Corolario 1.2.5 que VT es
binomial.

Usando el Lema 1.4.3, existe un ideal monomial J en A;, con

I+ (X;) = LK[X] + JE[X] + (X]).

Puesto que I; es radical, por el Lema 1.4.2 también lo es I;k[X]| + (X;), y
por la Proposicién 1.4.4 existe un ideal monomial M tal que

V IFIX] + (X)) + TKX] = LKX] + (X;) + M.

Entonces /I 4 (X;) =Lik[X] 4+ (X;) + My CI + (X;) + My C\/1 + (Xj)

My C\/T+ (Xj). Luego se tiene /I + (X;) =I + (X;) + M; y el ideal
M; = (X;) + M; es el buscado.

0

1.5 Variedades cortadas por binomios

Hasta ahora nos hemos ocupado de estudiar algunas propiedades de los
ideales binomiales. Ahora estamos en condiciones de obtener una carac-
terizacién de aquellas variedades algebraicas afines cuyo ideal asociado es
binomial.
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Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y V' una subvariedad algebraica
afin de k", es decir, el conjunto de ceros de un ideal I del anillo k[X],
V = V(I). En estas condiciones, diremos que I es un ideal de definicién de
la variedad V.

Definicion 1.5.1 Diremos que V es una variedad cortada por binomios si
su tdeal radical asociado, Z(V'), es binomial.

La condicién de que V esté cortada por binomios es equivalente a que
algin ideal de definicién de V' sea binomial (Teorema 1.4.5).

Definicién 1.5.2 Sea Z un conjunto de subindices de {1, ... ,n}. Llamare-
mos célula coordenada asociada a Z al toro

()2 == {(z1,... ,2n) €EK" |2, #0 =i € Z}.

Proposicion 1.5.3 La clausura para la topologia de Zariski en k™ de la
célula coordenada (k*)% es la subvariedad algebraica de k™ definida por el
ideal

M(Z) = ({X; i ¢ Z}) Ck[X1,... X,

Dem. Es claro que M(Z) = {f € k[X] | f(P) = 0,VP € (k")?} =

Z((k*)%).
O

Consideremos la subvariedad algebraica de k" definida por un ideal I,
V =V(I). Se cumple:

Proposicion 1.5.4 La clausura para la topologia de Zariski en k" de la
interseccion de V' con la célula coordenada (k*)Z, denotada V N (k*)Z, es la
variedad definida por el ideal

Iz:= <(I+M(Z)) : (HX1> ) .
€2

Dem. Por comodidad en la notacién, supongamos Z = {1,...,d}. Sean
P = (21,...,24,0,...,0) € VN (k)2 y f € Iz. Sea N € Z-q con
f(ILez Xi)Y € I + M(Z). Entonces existen polinomios f, € I, fo € M(Z)
con f([Lez Xi)¥ = fi + fo. Pero I es un ideal que define V, luego
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f1i(P) = 0. Ademds como fy € M(Z), fo(P) = 0. Por lo tanto f(P) =0y
Vn(k)Z CV(Iz).
Por otra parte, de

IV N (k)Z) =Z(VI) NV(M(Z))) =TIV + M(Z)) = /T + M(Z) C

Q\/fz

O

se deduce la otra contencién.

Notacién 1.5.5 Sean I un ideal de k[X], V la variedad algebraica definida
por I y (k*)Z una célula coordenada. Denotaremos

Iz :=Z(V N (k*)?)
el =z como en la Proposicién 1.5.4.

Corolario 1.5.6 Iz = v/ fg. Ademas, si I es binomial entonces Iz también
lo es.

Dem. La primera afirmacién es consecuencia de la Proposicion 1.5.4 (recué:r—
dese que k es algebraicamente cerrado). Ademas, por el Corolario 1.2.7, Iz
es binomial, luego su radical también lo es (Teorema 1.4.5).

O

Los ideales Iz que acabamos de definir serdn utilizados para realizar
la denominada descomposicién celular del ideal I. Dicha descomposicién
es menos fina que la descomposicién minimal usual, y como veremos, es
primordial para determinar el cardcter binomial de I.

Proposicion 1.5.7 Sea V una subvariedad algebraica de k™ y sea I :=
Z(V). Entonces,
I= () I=

2c{1,.. n}

Dem. Es claro que V = {Jz(V N (k*)?), luego Z(V) = I (Uz(V N (k*)?))
y por tanto I = (z Z(V N (k*)%).
(]

Como hemos dicho, la caracterizacién de la variedades cortadas por
monomios es el resultado fundamental no sélo de esta seccion, sino del
capitulo que estamos terminando. Para su demostracién necesitaremos al-
gunos resultados previos.
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Lema 1.5.8 Sea U un conjunto finito parcialmente ordenado, cumpliendo
que todo subconjunto finito no vacio {uy,...,u,} de U tiene un extremo
inferior en U (que denotaremos por ui A ... Auy,), y sea R cualquier anillo
conmutativo. Supongamos que para cada u € U se tienen ideales J, y M,
de forma que:

(a) Siu <w entonces J, C J,.

(b) \/Mu/\v g \/Mu + Mv'

En estas condiciones, los ideales

L= ()(Jut+M) e 12:<ﬂMu>+Z Ju N ()M |

uelU uelU uelU tAu

tienen tgual radical.

Dem. Veamos primero que J, N (ﬂtzu M) C (Jy, + M,) para cualesquiera
u,v € U. Si u < w, por (a) la contencién es clara. Siu £ v, v es uno de los
t que aparecen en la interseccién de la izquierda, luego también se tiene la
contencién. Por lo tanto Is C I v /Io C /1.

Sea ahora P un primo conteniendo a I». Consideremos el subconjunto
de U dado por V ={v e U | M, C P}. Siv,v’ € V, por la hipédtesis (b),
vAv €V. Ademds V # () pues P D Nyey M, interseccién finita. Luego V
tiene un minimo, w € V. Como P 2O I, en particular se cumple

P2 Juy N ([ M),

y por definicién de w, para t ? w, P 2 M, luego P 2 J, y por tanto
P D I;. Con esto demostramos que /I; C v/Iz, lo cual concluye la prueba

del lema.
O

Lema 1.5.9 Se consideran el anillo de polinomios de Laurent R = k[Z;, Zl_1
voos Zey Z71), y el anillo R = R[Y1,...,Ys]. Si I es un ideal binomial de
R’ y M es un ideal monomial de R’ de forma que I + M es un ideal propio,
entonces (I + M)NR=1INR.

Dem. Supongamos que f € (I + M) N R. Entonces, los términos de f son
invertibles en R’. Como I+ M es un ideal propio de R’, ningtin término de f
puede estar en I + M, luego f € I (Proposicién 1.2.8) y por tanto f € INR.

O
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Lema 1.5.10 Se consideran el anillo de polinomios de Laurent R = k[Z7,
Zt . Z, Z7Y, yel anillo R = R[Y1, ... ,Ys). Sil es un ideal de k[Z,Y]
y f € IR, entonces existe N > 0 tal que f(l_[';:1 ZyN el

Dem. Si f € IR’ entonces existen ¢1,...,g: € I y hy,... ,hy € R con
f= 2321 gjh;. Es claro que para cada j € {1,...,t} existe un natural
N; > 0 tal que ([J'_, Zi)Nih; € k[Z,Y]. Entonces, si elegimos un natural
N > max{Ny,...,N;} se tiene f([['_, Z;))N € I.

([

Teorema 1.5.11 Dado un cuerpo k algebraicamente cerrado, una subva-
riedad algebraica V' de k™ estd cortada por binomios si y sélo si se cumplen
las tres condiciones siguientes:

(i) Para cada célula coordenada (k*)Z, V N (k*)Z es una variedad cortada
por binomios.

(ii) La familia de conjuntos U = {Z C {1,...,n} | VN (k*)Z # 0} es

cerrada por intersecciones.

(iii) Si Z, Z' e U y Z C Z' entonces la proyeccion (k*)Z — (k*)2 aplica
VN (k)2 en VN (k)2

Dem. Como hicimos en 1.3.15, denotemos por k[Z] el anillo de polinomios
E[{X;}icz]. Veamos primero que la condicién (iii) es equivalente a la condi-
cién (iii’) siguiente:

(i) Si Z2,2' e U y Z C Z', entonces Iz Nk[Z] C Iz.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que Z = {1,... ,d} C Z' =
{1,...,s}. Supongamos que se cumple (iii’). Elijamos P = (p1,...,ps,0,...
,0) € VN (k)% ysea P* = (p1,...,p4,0,...,0) su proyecién en (k*)Z.
Sea f € Iz = I(VN(k*)?); podemos escribir f = f; + fo con f1 €
k[ X1,...,Xqly fo € M(Z). Como f» € Iz (consecuencia de 1.5.4) en-
tonces fi1 € Iz Nk[Z] C Iz (condicién (iii’)). Ademds P € V(Iz/), luego
fi(P) = 0. Por otro lado f1 € k[Z], con lo cual fi(P) = fi(P*) y se tiene
f(P*) = 0. Por tanto P* € VN (k*)Z C V, y puesto que P € (k*)Z y
Z C Z', P* € VN (k*)Z con lo cual la condicién (iii) se cumple.
Reciprocamente, supongamos que (iii) es cierta. Sean f € Iz N k[Z]
y (p1,...,ps,0,...,0) € VN (k*)Z'. Por hipétesis, (p1,...pq,0,...,0) €
VN (k*)?, y, como f € Iz, se tiene f(p1,...,pd, 0,...,0) = 0. Pero
f es un polinomio en las indeterminadas {X1,...,X4} y d < s, luego
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f(p1s- .. ps;0,...,0) = 0. Porlotanto f € Z(VN(k*)Z") = Z(V N (k*)Z') =
Iz

Supongamos que V es una variedad cortada por binomios. Si denotamos
I = Z(V) C k[X], entonces I es binomial y por el Corolario 1.5.6, Iz es
binomial y la condicién (i) es cierta.

Sean ahora Z1, Z5 € U. Si Z1NZ5 ¢ U entonces, por la Proposicién 1.5.4,
Iz,nz, = k[X], luego existirfa un entero d de forma que (ILicz,nz, X;)4 e
I+M(21NZ2y) =1+ M(Z21)+ M(Z22). Aplicando el Corolario 1.2.6, o bien
(TLicz,nz, Xi)* € I+ M(Z1) o bien ([Ticz,nz, Xi)® € 1+ M(Z2). Asi pues,
0 Iz, = k[X] o Iz, = k[X], en contra de que Z;, y Z5 estdn en U. Por lo
tanto la condicién (ii) es cierta.

Veamos que se cumple (iii’). Consideremos el anillo R = k[Z¥][{X;};¢z].
Se tiene

(I+M(Z)R Nk[Z%] C IzR (1.7)

En efecto, como Z € U, el ideal Iz es propio, luego Iz = ((I + M(Z)) :
(ILicz Xi)>°) también lo es ya que Iz = Viz (Corolario 1.5.6). Entonces
(I + M(Z))R' es también un ideal propio, pues en caso contrario 1 € (I +
M(Z))R' vy, aplicando el Lema 1.5.10, existe un natural N > 0 tal que
(Ijez X;)N € I+ M(Z) en contra de que Iz es propio. Podemos entonces
aplicar el Lema 1.5.9 y resulta (I + M (Z))R' Nk[Z*] C IR' Nk[Z%*]. Como
ademds I C Iz, se tiene IR’ Nk[Z¥] C Iz R, con lo cual la condicién (1.7)
es cierta.

Sean Z,Z' € U con Z C Z'. Si f € Iz N k[Z], entonces existe N € Z~q
tal que fN [[,cz Xi € I + M(Z), luego por (1.7), fN[[,cz Xi € Iz R, y
puesto que [[,cz X; es inversible en R/, fN € IzR'. Aplicando el Lema
1.5.10, existe M € Zq cumpliendo que fV([[;cz Xi)M € Iz. Es decir,
fNelzyaquelz = Iz : (ILicz Xi)*°) puesto que Z C Z'. Por lo tanto
f € Iz y la condicién (iii’) se cumple.

Reciprocamente, supongamos ahora que V' cumple las condiciones (i),
(ii) y (iii) (y por tanto (iii’)) y veamos que I es binomial. El conjunto U
esta parcialmente ordenado, con el orden dado por la inclusién, y ademas es
cerrado por intersecciones. Para cada Z € U se considera el ideal J(Z) =
(Iz N k[Z])k[X]. Como se cumple la condicién (i), Iz es binomial, luego
aplicando el Corolario 1.2.4 resulta Jz binomial. Estamos en condiciones de
aplicar el Lema 1.5.8, ya que:

(a) Como consecuencia de la condicién (iii’), si Z C Z’, entonces IzNk[Z] C
Iz y por tanto J(Z) C J(Z').



44 CAPITULO 1. IDEALES BINOMIALES

(b) Puesto que M (21N Zy) = M(21)+M(2), se cumple \/M (21 N Z3) C
\/M(Z1) + M(25).

Como en el Lema 1.5.8, se consideran los ideales

L=((J(&)+MZ2) I,= (ﬂ M(Z)> +> (@0 () ME)],

ZeU ZeU ZeU ZIPZ

que cumplen /I = \/I5.

Aplicando el Corolario 1.2.5, se tiene que los ideales )z M(Z2) vy
J(Z2)N(Nz:3z M(Z')) son binomiales (J(Z) es binomial para todo Z € U).
Luego I es binomial y por el Teorema 1.4.5 \/I5 es binomial. Por otra
parte, J(Z) + M(Z) = Iz. En efecto, de las definiciones es claro que
J(Z) + M(2) C Iz. Reciprocamente, sea f € Iz y sean f1 € k[Z],
fo € M(Z2) cumpliendo f = f1 + fa. Entonces fi € Iz N k[Z], luego
fie J(Z).

Por lo tanto Iy = (zcp(J(Z2) + M(Z)) = Nzeylz = I, y se tiene
VT, = VI = 1. Luego I = +/I5 es binomial.

(I



Capitulo 2

Curvas monomiales

Como se dijo en la introduccion, el tema central de esta tesis es el estudio
de las curvas afines cuyo ideal asociado es binomial. En el caso irreducible,
es conocido que estas curvas son, esencialmente, aquellas que admiten una
parametrizaciéon dada por monomios. Comenzaremos analizando este caso
para poder entender mejor la extension que hemos hecho al caso general.

2.1 Curvas monomiales irreducibles

Consideremos el espacio afin de dimensién n, A"(k), sobre un cuerpo alge-
braicamente cerrado, k, de caracteristica cero. En este espacio, las curvas
monomiales irreducibles son aquellas que admiten un parametrizacién dada
por monomios.

Definicién 2.1.1 Sea C una curva en el espacio A™(k). Se dice que C es
monomsal st admite una parametrizacion dada por monomios. Es decir, si
existen hi,... ,h, € ZZO Y A,...,A\p €k, con mcd{hl ‘ A # 0} =1,
tales que C es la imagen del morfismo de variedades,

U ANk —  A(R)
t o (At At

En la situacién de la definicién, escribiremos:

Il = )\17fh1
C

Ty = Apthm

45
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Cada parametrizacién monomial ¥ queda determinada si conocemos los vec-

tores h = (hi, ..., hy), que llamaremos vector de exponentes de la parametri-
zacion W, y A = (A1,...,\,), vector de coeficientes de la parametrizacién
v,

A diferencia del caso irreducible, cuando trabajemos con curvas con
varias componentes monomiales, los vectores coeficientes van a ser decisivos
para comprobar si la curva tiene asociado un ideal binomial. Por ello, y a
pesar de que los resultados referentes a curvas monomiales irreducibles se
podrian deducir restringiéndonos a curvas con todos sus coeficientes iguales a
uno, trabajaremos desde un principio con un vector de coeficientes genérico.

Notacién 2.1.2 En lo que sigue, dados Z C {1,... ,n}, un conjunto cual-
quiera S'y a € S", denotaremos por az el vector obtenido al proyectar a
en las coordenadas en Z.

Definicién 2.1.3 Sean C C A"(k) una curva monomial irreducible y W
una parametrizacion monomial de C dada por los vectores (h,\). Lla-
maremos célula asociada a C al conjunto Z = {i € {1,...,n} | \; # 0}.
Ademds, denotaremos por Cz a la curva monomial irreducible de AZ!(k)
con parametrizacion dada por los vectores (Az,hz).

Nota 2.1.4 La célula Z no depende de la parametrizacién monomial elegida
para C, pues i € Z siy sélo si X; ¢ Z(C); es decir, Z es la célula asociada
a Z(C) segun la Definicién 1.3.14 .

Proposicion 2.1.5 El ideal asociado a Cz es un ideal primo, de altura
|Z| — 1, que no contiene monomios y binomial.

Dem. Por comodidad en la notacién supongamos que Z = {1,... ,n}; es
decir, Cz = C'y A\; # 0 para todo i € {1,... ,n}. I =7Z(C) es un ideal de
k[X1,...,X,] primo y con altura n—1, ya que C es una variedad irreducible
de dimensiéon uno. Supongamos que existiese algin monomio en I. Por ser
I un ideal primo, tendriamos X; € I para algin i € {1,...,n}, en contra
de que {1,...,n} es la célula asociada a I.

Como I = Z(C), es claro que I es el nicleo del homomorfismo de k-
algebras,

O k[Xy,...,X,] — K[T]
X; — MNTh.
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Sea f € I. Escribamos f = fo+ fi + ...+ fs siendo f; la suma de los
términos de f con exponente m tal que hm = i. Entonces ®(f;) = bT" con
bek,luego 0 = ®(f) = by + b7 + ...+ b,T°. Por lo tanto b; = 0 para
todo i, y tenemos que los polinomios f; pertenecen también al niicleo de P,
que es el ideal I. Teniendo en cuenta esto, tomemos un polinomio f € I,
f=aX™ + ...+ a, X", de forma que existe un niimero natural N con
hm; = N para todo i. Como f € ker(®), a;A™ + ...+ a,\™ =0, luego

r—1
m m; 1 m; fmi m;
f = Z(aléil o F aiAiz) <)\mz> ( T 7m¢+1 XHl) ’

i=1
. . ., . . , A .
el polinomio f es combinacién de los binomios X™ — 45— X™i+1_ que a
A1 )
su vez estan en el nucleo. Por lo tanto, B

I= <{Xm1 - %sz |m1h=m2h}>

y el ideal I es binomial.
O

Usando este resultado, podemos demostrar que los ideales asociados a
curvas monomiales irreducibles son la suma del ideal asociado a un carécter
parcial con un ideal generado por indeterminadas. Por lo tanto, podremos
tratar combinatoriamente las curvas monomiales irreducibles, estudiando los
reticulos asociados.

Antes de seguir, recordemos que en la Nota 1.3.15 se definieron, dado
Z C{l,...,n},elideal M(Z) = ({X; | © ¢ Z}), el anillo de polinomios
k[Z] = k[{X;}icz] v el Z-médulo ZZ = {(ay,... ,a,) | a; =0, Vi ¢ Z} con
la identificacién natural ZZ = 7|21,

Ademés, dado un ideal I C k[X¥] denotaremos V(I) := {P € (k*)" |
f(P)=0,Vf eI}

Proposicion 2.1.6 Sean C' una curva monomial irreducible y Z su célula
asociada. Se cumple:

1. Eziste un unico cardcter parcial p : L, — k* tal que I(C) = I (p) +
M(Z2), donde L, es un reticulo saturado de ZZ.
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2. h es el vector de exponentes de una parametrizacion monomial de la
curva C si y sélo si L, = (hz)*. Por lo tanto, rango(L,) = |Z| — 1 y
hz estd univocamente determinado si exigimos que el mdximo comin
divisor de sus coordenadas sea uno.

3. A es el vector de coeficientes de una parametrizacion monomial para
la curva C siy sélo si Az € V(I(p)) C (k*)Z y \; = 0 para todo i ¢ Z.

Dem. Sea Z la célula asociada a C'. Por la definicién de Cz es claro que
I(C) = I(Cz) + {X; | i ¢ Z}). Por lo tanto, usando la Proposicién
2.1.5 y el Corolario 1.3.16, se deduce que existe un unico cardcter parcial
saturado p sobre un subreticulo de ZZ, L,, con I(Cz) = I+(p). Luego
I(C) = Li(p) + M(Z).

Es evidente que (h, A) son los vectores de una parametrizacién monomial
para la curva C' siy sélo si Z(C'), que es el ideal I (p) + M (Z), es el nicleo
del homomorfismo

d: k[Z] — K[T]
X, — MNTh siieZ
X, — 0 sii¢Z .

Por lo tanto, si (h, A) son vectores de una parametrizacién monomial para
C, como I (p) esta generado por el conjunto G = {X™+ — p(m)X™- | m €
L,} entonces para todo m € L,, ®(X™+ — p(m)X™-) =0, luego mhz =0
y p(m) = (Az)™2. Por lo tanto L, C (hz)* v Az € V(I(p)). Ademads, si
m € ZZ cumple que m hz = 0, entonces el binomio X™+ — p(m)X™- €
I.(p). Segin las definiciones de I(p) e I, (p) se tiene I (p)k[XT] C I(p),
luego X™ — p(m) € I(p). Pero los tnicos binomios de I(p) son de la forma
™ — p(m) con m € L, (Teorema 1.3.5), por lo tanto m € L, y se deduce
(hz)* C L,. Luego L, = (hz)"* y el reticulo L, tiene rango |Z|—1. Ademds,
sii € Z entonces X; € Z(C), luego \; = 0 y h; puede tomar cualquier valor.
Reciprocamente, si los vectores (h, A\) cumplen las condiciones del enun-
ciado, entonces es claro que Z(C) = I+ (p) + M(Z) C ker(®). Por lo tanto,
la curva monomial irreducible de vectores (h, \) estd contenida en C, luego
deben coincidir.
U

Definicion 2.1.7 Sea C una curva monomial irreducible con célula aso-
ciada Z. Llamaremos cardcter parcial asociado a C al unico cardcter p :
L, — k* en Z% tal que Z(C) = I (p) + M(Z). Ademds, diremos que L, es
el reticulo asociado a la curva C.
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Notacion 2.1.8 Como consecuencia del apartado 2 de la Proposicién 2.1.6
se deduce que si i ¢ Z entonces h; puede tomar cualquier valor. En
lo sucesivo representaremos este hecho escribiendo h; = oco. Ademds, la
parametrizacion de la curva queda determinada si conocemos la terna (2, h z,

Az)-

Veamos a continuacién cuéales son los cambios de pardmetro permitidos
entre las parametrizaciones monomiales de una curva monomial.

Proposiciéon 2.1.9 Sea C una curva monomial irreducible. Si ¥ y U son
dos parametrizaciones monomiales de la curva C, entonces existe a € k* tal
que Y (t) = U(at).

Dem. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que la célula aso-
ciada a la curva C es la total. Denotemos por (h,A) los vectores de la
parametrizacién ¥ y por (h )\) los Vectores de . Aplicando la Proposicién
2.1.6, se cumple que h = h yAT = )\ para todo m ortogonal a h. Considere-
mos un vector de coordenadas enteras a tal que ah = 1y sea a = (A JA)%.
Como ajhy + ...+ anh, = 1 entonces, para cada i € {1,... ,n} se tiene
athih;+ ...+ (aihih; — hi) +. ..+ aphph; = 0; es decir, hja—e; € L, = (h)*
donde e; denota el i-ésimo vector de la base candnica de Z™. Por lo tanto,

Ahiﬁ_ﬁi _ zhz@—ﬁi
"X
ol = ()\a> = )\—Z', Vie{l,...,n}.

De estas igualdades es inmediato que ¥(t) = U(at).
O

Como consecuencia de la Proposicién 2.1.5, si C' es una curva monomial
irreducible, entonces el ideal Z(C'), que es primo y de altura n—1, es ademés
binomial. Pero estas propiedades no son suficientes para caracterizar los
ideales asociados a curvas monomiales irreducibles. Veamos cudl es la otra
condicion necesaria para establecer dicha caracterizacion.

Definicién 2.1.10 Sea I un ideal primo del anillo de polinomios k[ X] y
Z la célula asociada a I. Diremos que I es combinatoriamente finito si no
contiene binomios de la forma X™ —c con m; > 0 para todo i € Z ym; =0
para todo i ¢ Z.
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Nota 2.1.11 El término “combinatoriamente finito” cobra sentido cuando
se aplica a ideales de cardcter parcial. Como se verd en el capitulo 4, un
reticulo L, cumpliendo determinadas condiciones tiene asociado un semi-
grupo S, y el ideal I;(p) cumple la condicién de la definicién anterior si y
s6lo si el semigrupo S es combinatoriamente finito (en el sentido de la teorfa
de semigrupos, [BCMP1]).

Proposicion 2.1.12 Si I es el ideal de una curva monomial irreducible,
entonces I es combinatoriamente finito.

Dem. Sean C la curva que define I, Z su célula asociada y (h, A) los vectores
de una parametrizacién monomial para C'. Si I no es combinatoriamente
finito, entonces existe m € ZZ tal que m; > 0 paratodoi € Zy X™—c e I.
Luego A%Tﬁzm = ¢ y por tanto hzm = 0. Pero como hz # 0 (pues C es
una curva), entonces existe ¢ € Z tal que h; > 0 y por tanto hzm > 0, lo
cual es absurdo.

O

Veamos cémo afecta al reticulo la condicién de combinatoriamente finito.

Proposicién 2.1.13 Sea p : L, — k* un cardcter parcial sobre Z". Si el
ideal I+ (p) C k[X] es primo y combinatoriamente finito, entonces el reticulo
L, CZ" no contiene vectores con todas las coordenadas estrictamente posi-
tivas (o todas estrictamente negativas).

Dem. Basta tener en cuenta que I (p) = ({X™+ — p(m)X™- | m € L,})
y su célula asociada es {1,...,n}, pues no contiene monomios.
O

Corolario 2.1.14 SiC es una curva monomial irreducible con célula asocia-
da Z yp:L,— k* es el cardcter parcial asociado a C, entonces el reticulo
L, no admite vectores con todas las coordenadas estrictamente positivas (o
estrictamente negativas). Ademds, si h es el vector de exponentes de C' y se
cumple que h; > 0 para todo i € Z, entonces L, N (Z>0)Z = (0).

Dem. Por la Proposicién 2.1.12, el ideal Z(C') = I+ (p) + M (Z) es combina-
toriamente finito. Por lo tanto, aplicando la proposicion anterior, la primera
afirmacién es cierta.

Si h; > 0 para todo i € Z entonces L,N(Z>0)? = (0). En caso contrario,
existirfa un vector no nulo m € L, con m; > 0 para todo i. Entonces
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m— p(m) € Z(C), luego hm = 0. Pero hm > 0, pues h; > 0 para todo
i € Z y m es un vector de (Z>0)Z no nulo.
O

Ahora queremos dar la vuelta a estos resultados, es decir si I C k[X]
es un ideal primo y de altura n — 1, veamos como las condiciones de ser
binomial y combinatoriamente finito son suficientes para que I defina una
curva monomial irreducible en A™(k).

Sabemos que si un ideal primo de caracter parcial es combinatoriamente
finito, entonces su reticulo asociado cumple la condicién de no contener vec-
tores con todas sus coordenadas estrictamente positivas. Esta condicién so-
bre el reticulo va a ser determinante para asegurar la existencia de un vector
con coordenadas enteras no negativas ortogonal a dicho reticulo (candidato
a vector de exponentes de la parametrizacién monomial). Para demostrar
este resultado vamos a utilizar el método de Fourier-Motzkin, técnica de
eliminacién para conos ([Gun], cap.1).

Se consideran una matriz B € Mp,x,(Q), un entero k € {1,... ,n} y
se construye, como se explica a continuacién, la matriz By obtenida tras
hacer la eliminacién k-ésima de Fourier-Motzkin (F-M) a la matriz B. Si
denotamos por b;, donde i € {1,... ,m}, a las filas de B, entonces By, se
obtiene (salvo reordenacion de las filas) mediante los siguientes pasos:

(a) Para todo i € {1,... ,m} tal que bz = 0, se afiade a By, la fila b;.

(b) Para cualesquiera i,j € {1,... ,m} distintos tales que bjz, > 0y bj, <0,
se anade a By, la fila bixb; 4 (—bjr)b;.

Lema 2.1.15 Sean B € M« (Q), y S el sistema de inecuaciones Bx < 0.
Si By, es la matriz obtenida al hacer la eliminacion k-ésima de Fourier-
Motzkin en el sistema S y P, Py son los conjuntos

P:={zxcQ"|Bz<0} Pp:={zcQ"|Brz<0},

entonces P, = {x+Xey, |z € P y A € Q}, donde e, denota el k-ésimo vector
de la base candnica de Q.

Dem. Sea z € P,. Sii,j € {1,...,m} son tales que by, > 0y bjp, < 0
entonces bk (b;)+(—bjr)b; es una fila de la matriz By. Como x € Py, entonces

Bz < 0, luego [bigh; + (=bjr)b;]z < 0 y por tanto (ﬁ) bix < (b%k) b;x.
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Entonces existe A € Q tal que

1 1
max; — | bz | bir > 0p < X < min; — )bz | bjr<0;p.
bik bk )

Ademsds, para todo i € {1,...,m} se tiene que b,z < by, ya que si
bir, > 0 entonces (ﬁ)big < A, si bj < 0 entonces (b%_k)bjg >Aysibyp=0
entonces b; es una fila de la matriz By v € Py luego b,z < 0. Por lo tanto,
B(z — Aej;) <0y tenemos z — A\, € P.

La contencién {x + e, | £ € Py A € Q} C Py se deduce de forma
inmediata de la construccion de By.

O

Proposicion 2.1.16 Sea L un subreticulo de Z™ que mo contiene ningin
vector con todas las coordenadas estrictamente positivas. Entonces, existe
un vector no nulo h € (Z>o)" tal que hm = 0 para todo m € L.

Dem. Sean r el rango del reticulo L y {v,...,v,} una base de L como
Z-moédulo.  Consideremos el Q-subespacio vectorial de Q", Lg, generado
por {vy, ...,v,.}. Siv; = (a;,...,an) para todo i € {1,...,r}, entonces

Ly ={—AX| XA € Q"} siendo

—a1] ... — a1y
A=

—Qpl .. —Gpp

Por hipétesis se tiene que no existe A € Z" con —AA > 0, o equivalentemente,
A) < 0. Pero esto es lo mismo que decir que no existe A € Q" con —A\ > 0,
o equivalentemente, A\ < 0.

Denotemos por b;; los coeficientes de la matriz A y consideremos el sis-
tema de inecuaciones,

biXi+...+0: X0 + X0 <0

n
Il

b1 X1+ ...+ b X + X0 <0

La condicién anterior se traduce en que .S no tiene solucién con Xo > 0.
Denotemos z = (—1,...,—1) y sea B = (B,—z) la matriz del sistema
S. Si hacemos la primera eliminacién de F-M a la matriz B, obtenemos

una matriz By con un determinado numero, mi, de filas, r + 1 columnas y
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primera columna igual a cero (es decir, en el nuevo sistema de inecuaciones
con matriz By, no aparece X1). Ademads, existe una matriz Cy, producto de
matrices elementales, con mq filas y n columnas tal que C1 B = B;. Por lo
tanto, si By = (By, —z;) (separando la tltima columna) entonces C1B = By
y Ci1z = z;. Por las operaciones elementales realizadas en la eliminacién de
F-M, la matriz C} no tiene ningtn coeficiente negativo. Aplicando el Lema
2.1.15, el conjunto de soluciones del sistema Bjx < 0 estd contenido en el
conjunto

{z + Xe; | z solucién de S y A € Q},

donde e, representa el primer vector de la base canénica de Q1.

Repetimos el proceso eliminando sucesivamente Xo,..., X, y encon-
tramos una matriz C con coeficientes enteros no negativos, m, filas y n
columnas cumpliendo:

1. CB=0.

2. Si P es el conjunto de soluciones del sistema CB < 0, entonces P estd
contenido en el conjunto,

{z4+Me;+...+ e, | zsolucion de Sy \; € Q} =
={(z,20) |2 € Q" y Jy € Q" tal que (y,xo) es solucién de S}

Luego P C Q" x Q< ya que, por hipdtesis, el sistema S no admite soluciones
con Xo > 0. Ahora bien, si denotamos por ¢;; a los coeficientes de la matriz
C, el sistema C'B < ( resulta ser (ya que CB = 0)

0<(— Z?:l c1)Xo

0< (=251 empy)Xo -

Consideremos los valores enteros no positivos, 71 = — Z?Zl Cljs- - s Ymy =
— Z?:l Cm,.j- Como P esta contenido en Q" x Q<, debe existir i € {1,...,
m,} con 7; < 0. Tomando h = (¢j1,... ,¢in), se tiene:

1. Puesto que CB =0, hB = 0, luego hm = 0 para todo m € L.

2. Puesto que 7; < 0, h es un vector no nulo (de coordenadas enteras no
negativas).
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Por lo tanto, A cumple las condiciones del enunciado.
O

Proposicién 2.1.17 Sea I un ideal del anillo de polinomios k[X], primo,
de altura n — 1, binomial y combinatoriamente finito. Entonces I es el ideal
asociado a una curva monomial irreducible.

Dem. Sea Z la célula asociada a I. Como I es un ideal binomial primo,
podemos aplicar el Corolario 1.3.16, luego existe un caracter parcial saturado
en ZZ, p, tal que I = I, (p) + M(Z). Como I es combinatoriamente finito,
entonces I (p) también lo es y por la Proposicién 2.1.13 el reticulo L, C 72
no contiene vectores con todas sus coordenadas estrictamente positivas. Por
lo tanto, aplicando la Proposicién 2.1.16, existe un vector hz € ZZ con
todas sus coordenadas no negativas y no nulo, cumpliendo que

hzm =0, Vm € L,

y es claro que se puede suponer m.c.d.{h; |1 € Z} = 1.

Ademads, como I(p) es un ideal propio (en caso contrario I (p) no seria
propio) y el cuerpo k es algebraicamente cerrado, entonces existe Az €
V(I(p)). Por lo tanto,

(Az)™ = p(m), Vm € L,.

Consideremos la curva monomial irreducible C' con parametrizacién mo-
nomial dada por (Z,hz,Az). Es decir,

O = {L'Z':/\ithi siie Z
|l ;=0 sii¢ Z .

Puesto que Z(C) es el nicleo del homomorfismo,

O k[Xy,...,Xn] — Kk[T]
X, — MNTM siiez
X; — 0 sii¢ 2,

se tiene I = I (p) + M(Z) C Z(C), y por ser primos de la misma altura,

[ =1(0).
O

Hemos caracterizado, dentro de los ideales primos de altura n — 1, aque-
llos asociados a curvas monomiales irreducibles:
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Teorema 2.1.18 Sea I un ideal primo de altura n — 1 en el anillo de poli-
nomios k[X]. Son equivalentes:

1. I es binomial y combinatoriamente finito.

2. I es el ideal asociado a una curva monomial irreducible.

Dem. El resultado es consecuencia de las Proposiciones 2.1.5, 2.1.12 y
2.1.17.
O

Debido a su utilizaciéon en las siguientes secciones, vamos a destacar
otros elementos asociados a una curva monomial irreducible, aparte de los
ya considerados.

Notacion 2.1.19 Sea C una curva monomial irreducible con célula aso-
ciada Z y ¥ una parametrizacién monomial de C' dada por los vectores
(h,A). Se define el conjunto,

Z:={ieZ|h;=0}.

El conjunto definido, 2, no depende de la eleccion de la parametrizacion
monomial, ya que tanto la célula Z como el vector h estdn univocamente
determinados por la curva C' (Proposicién 2.1.6).

Ademas, como punto destacado de la curva C, se considera P := ¥(0).
Aunque el vector de coeficientes Az puede variar segin la parametrizacion
monomial elegida, sus coordenadas para indices ¢ € Z si estan univocamente
determinadas (consecuencia de la Proposicién 2.1.9), luego el punto P tam-
bién lo esta.

Veamos especificados sobre un ejemplo todos los elementos que hemos
asociado a una curva monomial irreducible.

Ejemplo 2.1.20 Consideremos la curva C' dada por:

xlzt

_ z9 =0
¢= 1:3:—4
£C4:3t2

La parametrizacién monomial dada para C' queda determinada por los vec-
tores exponente y coeficiente, que en el ejemplo son:

h=(1,00,0,2) vy A=(1,0,—4,3)
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(recordemos que la coordenada hy = oo quiere decir que Ay = 0 y por tanto
el exponente hy puede tomar cualquier valor). Ahora bien, otra forma de
determinar la parametrizacién monomial es conocer la célula asociada a C
y los vectores reducidos, que en este caso son:

zZ = {17374} hZ = (17072) AZ = (17 _473)'

Para calcular el ideal asociado a C, recuérdese que si I := Z(C') entonces
I=1.(p)+ M(Z), donde

i Lp = <m1 = (_27 1, 1),@2 = (_2707 1)> (: hé’)
o p(=2,1,1) =—12 (= (Az)™) y p(=2,0,1) =3 (= (Az)™).

Por ltimo, los otros elementos que destacamos para esta curva monomial
(independientes de la parametrizacién monomial elegida), son:

Z={3} y P=1(0,0,-4,0).

En los desarrollos posteriores necesitaremos dar un tratamiento similar al
que hemos visto para curvas monomiales irreducibles, al caso de variedades
formadas por un punto. Para ello tenemos que tener en cuenta el siguiente
resultado.

Proposicién 2.1.21 Sea P = (A1,... ,A\,) un punto en el espacio A"(k).
Asociados a P consideramos:

1. La célula Z ={ie{l,... ,n} |\ #0}.
2. El reticulo L, = 72!,

3. El cardcter p : L, — k* definido p(m) = (Az)™ para todo m € L,. En
particular, sii € Z, p(e;) = N\i, siendo e; € L,, el i-ésimo vector de la
base candnica de 7|2

Entonces, si I := Z({P}) se tiene [ = I, (p) + M(Z2).

Dem. Es claro, puesto que I = (X1 — A1,..., X, — A\y) ¥, por lo dicho en
3, se tiene X; — \; € I (p) para todo i € Z.
O
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2.2 Curvas monomiales

Si queremos dar una definicién de curva monomial (no necesariamente irre-
ducible) coherente con lo que hemos visto para el caso irreducible, podemos
o bien extender la definicién teniendo en cuenta las ecuaciones implicitas, o
bien fijarnos en las paramétricas. Segun la segunda opcién, una curva seria
monomial si y sélo si sus componentes irreducibles son monomiales, pero
esta definicién es demasiado general, en el sentido que estas curvas pierden
muchas de las propiedades de las curvas monomiales irreducibles.

En este trabajo se ha optado por extender la definicién teniendo en
cuenta las ecuaciones implicitas, y de esta forma conservar la propiedad de
binomialidad para los ideales, lo cual nos permite obtener resultados en gran
medida combinatorios. El primer problema que nos planteamos es dar una
interpretacion de dicha definicién atendiendo a las parametrizaciones.

Definicién 2.2.1 Dado un ideal I del anillo de polinomios k[X], diremos
que I es combinatoriamente finito si sus primos asociados lo son (Definicion
2.1.10).

Definicién 2.2.2 Sea C una curva de A™(k) e I :=Z(C) su ideal asociado.
Diremos que C' es monomial si I es binomial y combinatoriamente finito.

Segun esta definicién y teniendo en cuenta las propiedades de los idea-
les binomiales, se deduce que las componentes irreducibles de una curva
monomial son monomiales.

Proposiciéon 2.2.3 Las componentes irreducibles de una curva monomial
C' son curvas monomiales irreducibles.

Dem. Las componentes irreducibles de C' son las variedades definidas por
los primos asociados de I. Pero estos primos son binomiales por serlo I
(Proposicién 1.3.17), tienen altura n — 1 y son combinatoriamente finitos.
Luego, aplicando el Teorema 2.1.18, son ideales asociados a curvas monomia-

les irreducibles.
O

Por lo tanto, si partimos de C' una curva monomial en A" (k), C' es unién
de curvas monomiales irreducibles. Ademas, si llamamos I al ideal asociado
a C'y consideramos su descomposicién minimal

I=PiNPnN...NPy,
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cada primo Pj es el ideal de una curva monomial irreducible. Denotando
Cj := V(P;) para todo j € {1,...,d}, se tiene la descomposicién en com-
ponentes irreducibles de C,

C=CiuCyuU...udy.

Como acabamos de ver, toda curva monomial es unién de componentes
monomiales irreducibles. Sin embargo, el reciproco no es cierto, como se
puede ver en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2.4 Sea C' la unién de las curvas monomiales irreducibles C7 y
(5, definidas por las parametrizaciones:

x =t

Clz{y:tfi CQE{y:tS

La base de Grobner reducida para el orden lexicografico (Y < X)) del ideal
I:=7TZ(C) es {(Y? — X3)(Y3 — X%)}, que no estd formada por binomios.
Luego el ideal I no es binomial (Proposicién 1.2.2) y la curva C' no es
monomial.

Como dijimos al comienzo de la seccién, queremos dar una interpretacion
de la definicién de curva monomial en términos de las ecuaciones paramétri-
cas. Para ello tenemos que:

“Buscar condiciones sobre las parametrizaciones de las componentes mo-
nomiales irreducibles de una curva, para que el ideal asociado a su union
sea binomial”

Sin duda la caracterizacién de las variedades cortadas por binomios (va-
riedades con ideal asociado binomial), dada en el Teorema 1.5.11, es esencial
para nuestro objetivo. Recordemos que C' es una variedad de A" (k) con ideal
asociado binomial si y sélo si se cumplen:

C1 Para cada conjunto Z C {1,... ,n}, el ideal de C'N (k*)Z es binomial.

C2 El conjunto U = {Z C {1,...,n} | O N (k*)® # 0} es cerrado por
intersecciones.

C3 Si 2, 2 € Uy Z C Z' entonces la proyeccién (k*)Z — (k*)Z lleva
puntos de C' en puntos de C.
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Por lo tanto, nuestro trabajo consistird en interpretar las condiciones C1, C2
y C3 en términos de las parametrizaciones de las componentes de la curva

C.

Sea C' una unién de curvas monomiales irreducibles distintas, C' = C; U
...UCy4. Consideremos la descomposicién minimal de I :=Z(C),

I=PiN...NPy, donde Pj:=7I(C;); para j € {1,...,d}.

Para cada una de las componentes C; de la curva C, sea Z; su célula asociada
y consideremos una parametrizacién monomial ¥; dada por los vectores
(hj,A;). Como hicimos en 2.1.19, se consideran el punto P; = W¥;(0) y
el subconjunto de la célula Z;, éj = {i € Z; | hj = 0}, elementos que
no dependen de la parametrizacién elegida W;. Teniendo en cuenta estas
notaciones, es claro que,

Proposicién 2.2.5 Para todo Z C {1,...,n},

cn)?=| U @eNpp vl U P}
2j=2 Z;=Z
Dem. Se deduce sin més que tener en cuenta la forma de las parametriza-
ciones monomiales de las componentes C; y las definiciones de Zj, Zvj
P;.
O

2.2.1 Curvas monomiales por el origen

Antes de buscar condiciones sobre las parametrizaciones en el caso general,
trataremos el caso de curvas cuyas componentes pasen por el origen. En este
caso la notacién resulta mucho més cémoda, lo cual facilita la interpretacién
de las condiciones C1, C2 y C3.

En lo que sigue, C' sera una curva cuyas componentes irreducibles C, . . . ,
Cg, son monomiales. Para 1 < j < d, sean Z; la célula asociada a Cj,

(hj, A;) los vectores de una parametrizacién monomial de Cj y éj ={i €
{1,...,n}| hji = 0}.

Definicion 2.2.6 Diremos que C' es una curva por el origen si se cumple

gj:(b para todo j € {1,...,d}
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(o equivalentemente, todas las componentes irreducibles de C' pasan por el
origen,).

Bajo esta hipdtesis se tiene,
Proposicién 2.2.7 Si C es una curva por el origen y Z € {Z1,...,24},
entonces se cumple

Cnw)® = |J (@\{oh).
Z,=Z
Ademds C N (k*)Z # 0 si y sdlo si o bien eviste j € {1,...,d} tal que
Z = Zj, o bien Z = (.

Dem. Como C es una curva por el origen, entonces Zvj = () para todo
j€A{l,...,d}. Ademds, como 0 es un punto de C, se tiene C' N (k*)® # 0,
luego el enunciado se deduce de la Proposiciéon 2.2.5.

O

Vamos entonces a analizar las condiciones del Teorema 1.5.11 una por
una, dejando para el final la que requiere mayor trabajo, que es la C1.

El conjunto U = {Z C {1,...,n} | C N (k*)% # 0} es cerrado por
intersecctones.

Teorema 2.2.8 La condicion C2 es equivalente a la siguiente condicion:

2 para algin l € {1,... ,d}

Vike{l,...,d}, Z;NZ,=¢ 0
0
Dem. Como consecuencia de la proposicién anterior, U = {Z,... , 24} U

{0}
O

Esta es una condicién combinatoria referida a las células de las compo-
nentes. Veamos su comprobacién sobre un ejemplo:

Ejemplo 2.2.9 Consideremos la curva C = Cy U Cs, donde C1, C5y son las
curvas monomiales irreducibles definidas por:

z=0 =t

Ci={ y=t Cy = y=20
z=13 z =10
| !

zZ = {273} Zy = {173}
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Como C' es una curva por el origen, el conjunto U resulta {21, 22,0} que
claramente no es cerrado para intersecciones. Por lo tanto C no es monomial.
En efecto, sean P; = Z(C}) y P2 = Z(C2). La base de Grdbner reducida
de P1 N Pz, con respecto al orden lexicogréfico (Z < Y < X) es {Y* —
YZ2, XY, X° +Y3 — Z2%}, con lo cual el ideal asociado a C' no es binomial.
Pero si anadimos a C' la componente,

=0
CY?): yzo ’
z=1

con célula Z3 = {3}, la base de Grébner reducida para el ideal asociado a
C=CUCses {Y*-YZ2 XY, X5~ XZ?}, luego C es monomial, aunque
esto no se debe sélo a que se cumpla la condiciéon C2.

Si 2,2 €U y ZC 2, entonces la proyeccion (k*)Z — (k*)Z debe
llevar puntos de C' en puntos de C.

Proposicion 2.2.10 La condicion C8 es equivalente a que para cualesquiera
J.ke{l,...,d} tales que Z; C Zy, existal € {1,... ,d} con Z; = Z; y tal
que 7(Cy) = C), siendo 7 la proyeccion 7 : (k*)%F — (k*)%i.

Dem. Como C es una curva por el origen, entonces U = {Z1,... , Z;}U{0}.
Es evidente que la proyeccién (k*)Z — (k*)? = {0} cumple la condicién.
Consideremos, por tanto, dos células Z;, Z con Z; C Z; y sea 7 la
proyeccién 7 : (k*)Z% — (k*)Zi. Se tiene

cnk)® = J @\

Z,=2,

(Proposicién 2.2.7), con lo cual 7(C'N (k*)Z*) C C siy sélo si para cualquier
componente C; tal que Z; = Zi, su imagen mediante 7 estd contenida en
la curva C'. Veamos, por tanto, qué significa que 7(C) C C. Considerando
una parametrizaciéon monomial de Cj y teniendo en cuenta que Zp = ) y
0 # Z; C Zy, es claro que m(C}) es a su vez una curva monomial irreducible,
con célula asociada Z;. Luego 7(Cy) C C siy sélo si 7(Cy) es una de las

componentes de C' con célula asociada Z;.
O

Teorema 2.2.11 La condicion C8 es equivalente a la siguiente condicion:

Para cualesquiera j, k € {1,...,d} con Z; C Zy, existe l € {1,...,d} tal
que Z; = Z; y cumpliendo:
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1. Emiste a € Z* tal que ahy; = hy; para todo 1 € Z;.
2. (A)z)™ = (M) z,)™ para todo m € Ly = () z)* C Z°.

Dem. Después de lo dicho en la proposicién anterior sélo queda interpretar
la condicién m(Cy) = Ci.

Si denotamos por hy, el vector obtenido al dividir (hy,) 2, (Nota 2.1.2) por
el méximo comun divisor de sus coordenadas y denotamos Zk = (M) z;0 el

tonces m(C},) es la curva monomial irreducible asociada a la terna (Z;, By Ap)-
Ademds C) es una componente asociada a (Z;, ()z;,(A;)z,;). Entonces,
aplicando la Proposicién 2.1.6, se tiene que 7(Cy) = C; equivale a que
h, = (hl)gj y (Ap)™ = ((Al)zj)m para todo m € L;, de donde se deduce el
enunciado.

O

Ejemplo 2.2.12 Busquemos una curva uniéon de componentes monomiales
irreducibles que no cumple esta doble condicién. Sea C' = C; U Cy donde

r=t z=0
ClE y:t2 CQE y:t2

z=13 z =15

| !
Z,={1,2,3} 2, ={2,3}

Se cumple que Z5 C Z; y por tanto la condicién C2, pero si hacemos
la proyeccién de Cp en la célula coordenada correspondiente a los indices
2 y 3, la curva resultante no es Cy ya que los vectores (2,3) y (2,5) no
son proporcionales (Proposicién 2.1.6). Por lo tanto la condicién C3 no se
cumple y C' no es monomial. En efecto, si calculamos la base de Grébner
reducida para el orden lexicogréfico con Z < Y < X del ideal I := Z(C),
resulta {— X4+ X7, - X3+ XY, - X%+ X0 - Y®+ Z2}, que no es binomial
(Proposicién 1.2.2). Sin embargo, si ahora consideramos la componente,

=0
035 y:t2
=13

y la curva C=0CU (3, entonces se cumple C3, y ademés C es monomial ya
que la base de Grébner reducida para su ideal asociado es {— X4+ X Z, — X3+
XY, Y3 — Z2} (aunque, de nuevo, la razén de que sea monomial no es sélo
que se cumplan C2 y C3).



2.2. CURVAS MONOMIALES 63

Una vez analizadas las condiciones C2 y C3, empecemos ya el estudio de
Cl:

Para cada conjunto Z C {1,... ,n}, el ideal Iz = Z(C N (k*)%?) es

binomial.

Para analizar este enunciado en términos combinatorios, hay que es-
tablecer quién es C' N (k*)Z; es decir, el minimo cerrado para la topologia
de Zariski en A"(k) que contiene a C N (k*)Z. Pero como vimos en la
Proposicién 2.2.7, C N (k*)Z £ ) siy sélosi Z € {Z1,..., 24} U{0}. Para
el caso Z = () resulta C' N (k*)? = {0}, luego Iz = (Xy,...,X,), que es un
ideal binomial. Veamos qué ocurre cuando Z € {Z1,..., Z4}.

Proposicién 2.2.13 Sea P; = Z(C};), para cada j € {1,...,d}. Si C es
una curva por el origen y Z € {Z1,..., 2}, se tiene

Iz= () P
Z;=Z

y esta es la descomposicion primaria minimal de Iz.

Dem. La demostraciéon es inmediata teniendo en cuenta la Proposicién
2.2.7.
O

Denotemos como en la seccién anterior, M (Z) := ({X; |i ¢ Z}).

Proposicién 2.2.14 Dado Z € {Z4,..., 24}, se definen Jz = Iz N k[Z]
y, para cada j tal que Z; = Z, P; = P; N Ek[Z]. Entonces se tiene:

1. Jz = ﬂzj:zﬁj, descomposicion primaria minimal de Jz.
2. Iz =Jz+ M(2) (suma en k[X]).
3. P; =Pj+ M(Z) (suma en k[X]).

4. Pj es primo de altura |Z| — 1.
5. Jg == (JZ : (HzEZXl)OO)

Dem. Puesto que Iz = ﬂzjzz Pj, 1 es evidente.
Si Z=2;={i|X; ¢ Pj}, entonces M(Z) C Pj, luego M(Z) C Iz.
Teniendo en cuenta que todo polinomio f € k[X] se escribe de forma tnica
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como f = fi + fa con fi € k[Z] y fo € M(Z) C Iz, entonces es claro
que Iz = Jz + M(Z). De forma andloga se tiene que si Z; = Z entonces
P;=M(Z)+ ’/Sj. Ademas ﬁj es la imagen de P;/M(Z) via el isomorfismo
E[X]/M(Z) = k[Z], y como ht(P;) = n — 1 entonces la altura de 75]- es
|Z] — 1.

Finalmente, consideremos un polinomio h € (Jz : ([[;,cz X)) C k[Z].
Entonces existe un monomio X™ € k[Z] tal que hX™ € Jz. Si suponemos
que h ¢ Jz existird j € {1,...,d} tal que h ¢ P;, luego X™ € P;, en contra
de que 75]- no contiene indeterminadas. Luego Jz = (Jz : ([[;cz Xi)™)-

U

Nota 2.2.15 El ideal 75]- es el ideal asociado a la curva Cj z, = prz; (Cy) C

(k)%3, que se definié en 2.1.3. Luego Jz es el ideal asociado a una unién de
curvas monomiales irreducibles todas ellas con célula asociada Z.

Proposicion 2.2.16 La condicion C1 se cumple si y sélo si
Jz es binomial para todo Z € {Z1,..., 24} (%)

Dem. La condiciéon C1 exige que los ideales Iz sean binomiales para todo
Z, lo que, como acabamos de ver, equivale a que Iz sea binomial cuando
Z € {Z,...,24}. La proposicién se deduce de que Iz = Jz + M(Z2),
Jz = Iz Nk[Z] (Proposicién 2.2.14) y M(2) = ({X; | i ¢ Z}).

O

Por lo tanto, el problema consiste en establecer, en términos de las
parametrizaciones de la componentes, las condiciones necesarias y suficientes
para que se cumpla (x). Es decir, hemos reducido el problema a considerar
una curva C' cuyas componentes irreducibles son monomiales, todas con la
misma célula asociada, y caracterizar, en términos de las parametrizaciones,
cudndo Z(C') es binomial.

2.2.2 Curvas monomiales en una célula

Veamos qué condiciones caracterizan cuando una unién de curvas monomia-
les irreducibles, todas con célula asociada la total, es una curva monomial.
Aunque estabamos viendo qué pasaba en el caso de que la curva pasa por
el origen, los resultados de esta subseccién son independientes de este he-
cho, y validos con la tinica condiciéon de que la célula asociada a todas las
componentes sea {1,... ,n}.
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Sea C' = C1U...UC, una curva unién de curvas monomiales irreducibles
distintas tales que la célula asociada a Cj es Z = {1,...,n} para todo
JjeA{l,...,d}. Sean I =Z(C)y P; = Z(C;) para todo j. Entonces, de
la Proposicién 2.2.7 se deduce que I = Iz, y de la Proposicién 2.2.14, que

I=(I: (I1i X))

Denotemos por (ﬁj, Aj) a los vectores de una parametrizacién monomial
de Cj y por (Lj, p;) el reticulo saturado de rango n — 1 y el cardcter parcial
pj : Lj — k* tales que P; = I (p;) (Proposicién 2.1.6). Se tiene L; = (h;)*

j
y pj(m) = Ajm para todo m € L;.

Con estas notaciones, veamos condiciones necesarias y suficientes para
que la curva C sea monomial.

Proposicion 2.2.17 Si I es binomial entonces existe un cardcter parcial
p:L,— k* tal que I = 1,(p). Ademds:

1. Sat L, = Lj para todo j € {1,...,d} y por tanto h; = hy para todo
jed{2,...,d}.

2. p1,...,pq sonlas extensiones de p a Sat L,. En particular, |Sat L,/L,|
=d.

3. L, ={m € Sat L, | Ajm =\, Vi €1{2,...,d}} y p(m) = A[* para
todo m € L,.

Dem. La existencia de p estd garantizada por el Corolario 1.3.11. Por los
resultados 1.3.12 y 1.3.8, conocemos la descomposiciéon primaria minimal
del ideal I, (p) que, por tratarse de un ideal radical, es la interseccién de
los ideales primos I (p;), donde p; son las extensiones de p a Sat L, (de las
cuales hay |Sat L,/L,|). Puesto que I =P N...N Py es la descomposicién
primaria minimal de I, se tiene d = |Sat L,/L,| y, salvo reordenacién, P; =
I (p;). Puesto que Pj = I (pj), se tendrd p; = p; y Lj = Sat L, para todo
J. Por tanto p1,...,p4 son las extensiones de p a Sat L, y hj = hy para
todo j € {2,...,d}. Ademas, si L = {m € Sat L, | pj(m) = pi(m), Vj €
{2,...,d}} entonces p1,... , pq son extensiones distintas del cardcter pi|r, al
reticulo Sat L,, luego |Sat L,/L| > d y puesto que L, C Ly [Sat L,/L,| =
d, se tiene L = L, (recuérdese que p;(m) = Ajm)

U

Definicién 2.2.18 En estas condiciones diremos que L, es el reticulo aso-
ciado a la curva C.
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Nota 2.2.19 El caracter p que aparece en la proposicién anterior puede
definirse a través de cualquiera de los vectores coeficientes Ay, ..., \; ya que
para todo m € L, se tiene Ajm = A} para todo j € {2,... ,d}.

Teorema 2.2.20 En las condiciones anteriores, se consideran los subreticu-
los L= (h))" yL={meL| )™= ()" Vje{2...,d}}. Entonces

I es binomial si y solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1. h; = hy para todo j € {2,... ,d}.

2. |L/L| = d.
Dem. Si I es binomial, por la proposicion anterior, h; = h; para todo
J € {2,...,d}. Ademas existe un caracter parcial p : L, — k* tal que

I=1,(p) donde L, =L, Sat L, = L y [Sat L,/L,| = d.

Reciprocamente, supongamos que se cumplen 1 y 2. Consideremos el
caracter p : L — k* dado por p(m) = A[* para todo m € L. Debido a la
condicién 1, paratodo j € {1,... ,d}, L; = Z, luego p; es una extensién de p
a Z, y como ]E/L| = d se tiene que p1, . .. , pg son todas las extensiones de p a
L. Ademés, la condicién |E/L| — d implica que L C Sat L, luego L = Sat L
ya que L es saturado. Por lo tanto I, (p) = ﬂ?zlLr(pj) (Corolarios 1.3.12 y
1.3.8), luego I = I (p) y el ideal I es binomial.

[l

El teorema que acabamos de ver caracteriza, en el caso de tnica célula,
qué uniones de curvas monomiales irreducibles son monomiales. El siguiente
resultado nos proporciona otra caracterizacién, mas complicada pero con
mas informacion con vistas a la construccién de curvas monomiales, pues de
hecho lo que hace es detallar un procedimiento de céalculo de L, asi como
encontrar relaciones entre las distintas componentes de C.

Sea C = (7 U...UC(Cy una unién de curvas monomiales irreducibles,
cuyas componentes tienen asociada la célula {1,... ,n} y sea I := Z(C).
Consideremos, para cada j € {1,...,d}, los vectores (h;,);) que definen
una parametrizaciéon monomial de C; y su reticulo asociado, L.

Teorema 2.2.21 Se consideran los subreticulos L = (h))* y L={m e L |
(A" = (A)™, V) € {2,...,d}}. Entonces I es binomial si y sélo si se
cumplen las dos condiciones siguientes:

1. h; = hy para todo j € {2,... ,d}.
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2. FExisten:

(a) Una factorizacion d =dy - --dp—1, tal que dy/ ... /dp—1.

(b) Una base de L, B = {my,... ,m, .}, tal que para todo i €
{1,...,n— 1} se tiene

(A)Hm = A Vi€ {2, ,d}
(es decir, dim; € L, para todo i).

Ademds, si se cumplen 1 y 2, {dimy,... ,dp—1m,,_,} es base de L y fijada,
para cada i € {1,...,n — 1}, una raiz primitiva d;-ésima de la unidad, &;,
la aplicacion

Bi{l,....dy = Z/)(d)) % ... x Z)(dn_1)

dada por 3(j) = (41, .- ,Jn—1) donde (%) =& para cadai € {1,... ,n—
1} y para cada j € {1,...,d}, es biyeccion.

Dem. Si I es binomial, por el Teorema 2.2.20 se cumple 1 y se tiene
I =1I,(p),donde L, = L, Sat L, = L y p(m) = (A\,)™ para todo m € L,.
Ademds, [Sat L,/L,| = d, luego aplicando el teorema de estructura de
grupos abelianos existen una base de Sat L,, {m,,...,m,_;}, y enteros
positivos, {di,...,dn—1}, de forma que d = dy...dp—1, di/.../dp—1 ¥y
el conjunto {dimy,... ,dp—1m,_;} es una base de L,. Pero para todo
Jj € {l,....,d}, p;j es una extensién de p al reticulo Sat L,, y para cada
ie{l,...,n—1} dim; € L,, luego (Aj)dimi = pi(dim;) = pi1(dim;) =
(A)%™i |y se cumple 2.

Reciprocamente, la condicién 2 implica que para todoi € {1,... ,n—1},
. A\ , -
d;m; € L,y por tanto, para todo j € {1,... ,d}, (;—i) es una raiz d;-ésima
de la unidad. Luego existe j;, 0 < j; < d; tal que

ém‘:gi JVie{l,...,n—1}
i vje{l,....d} .

hy
La aplicacién 5 : {1,...,d} — Z/(d1) X ... X Z/(dn—1) dada por B(j) =
(j1,- -+, Jdn—1) es inyectiva ya que si 3(j) = B(k) entonces (A;)™ = (7)™
para todo m € L. Pero por la condicién 1, L= Lj para todo j € {1,... ,d},

luego p; = pi y j = k. Por tanto, puesto que d; - - - d,—1 = d, 3 es biyeccién.

Para ver que {dimy,... ,d,—1m,_;} es sistema de generadores de L,
tomemos un vector m € L. Como m € L, entonces existen enteros aq, ... ,



68 CAPITULO 2. CURVAS MONOMIALES

an—1 tales que m = S a;m;. Si para todo i € {1,... ,n — 1} denotamos
por 7; al resto de la divisién euclidea de a; por d; (0 < r; < d;), se tiene:

n

n—1 —1
NN (AN BT e T eim (25 5T
(- () e - - ()5
A A o A

i 1

=1

y por tanto ). r;m; € L'y L esta generado por

n—1
{dm;, 1 <i<n—-1}U ({z:nmZ |0 < <dz}ﬁL> .
i=1

Si vemos que la segunda parte de esta unién es el conjunto formado por el
vector nulo, hemos terminado. Supongamos que tenemos un vector en L de
la forma ), 7;m; donde 0 < r; < d; para todo i € {1,... ,n — 1}. Entonces
se cumple que para todo j € {1,...,d},

n—1
Z rim; n—1

(j) 3 | (GRS

=1

Fijemos un indice s € {1,...,n — 1}. Puesto que 3 es sobre, la igualdad
anterior se cumplird, en particular, siendo j; = 0 para todo ¢ # sy js = 1.
Con lo cual £;° = 1, donde &5 es una raiz ds-ésima primitiva de la unidad

y rs < ds. Luego rs = 0 para cualquier s € {1,...,n — 1} y deducimos
que el conjunto {dymy,... ,d,—1m,_;} es un sistema de generadores de L.
Ademas es libre ya que {m;,... ,m,_;} es base de L.

Como {dym,, ... ,dn_1m, ,} es base de L se tiene L/L = Z/(d1) X ...
Z/(dp-1), luego |L/L| = d y, aplicando el Teorema 2.2.20, I es binomial.
(]

Veamos a continuacion cémo se puede utilizar este teorema para cons-
truir unos ejemplos de curvas monomiales en una célula.

Ejemplo 2.2.22 Pretendemos construir una curva monomial en A?(C), con
dos componentes, y tal que su ideal asociado sea un ideal de caracter parcial,
I (p); es decir, las dos componentes deben tener por célula asociada la total
(no hay ceros en las parametrizaciones monomiales). Fijamos los exponentes
de las parametrizaciones, que por la condicién 1 del Teorema 2.2.21 tienen
que ser vectores iguales. Por ejemplo:
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En este caso s6lo aparece una célula coordenada Z = {1,2}. Consideremos
1. d =2 =d; (la dnica factorizacién de d en n — 1 factores).
2. Una base de L = (h;)%, m; = (—2,1) (tnica posible salvo el signo).

Si denotamos A\; = (a1, 51) ¥y Ay = (ag, (2), para que tengamos la condicién
2 del Teorema 2.2.21, se debe cumplir

() = ).

Para ello, si & es una raiz cuadrada primitiva de la unidad (§; = —1),
entonces se debe cumplir que:

-2
Ay B2
-2
aq B

= (&) =1L

Teniendo en cuenta esta relacién, obtenemos distintos valores para los
coeficientes que hacen que la curva C' sea monomial. Por ejemplo:

1. Sia; =1, ap =1y 1 = 2, entonces 5 debe ser —2. Segin estos
valores construimos la curva plana compleja monomial C' = C7 U Cy
con componentes

_J x=t [ x=t
Cl:{yZQtQ Y CZ:{y:—Qtz’

que resulta monomial.

2. Sia; =2, as =3y (1 =5, entonces (o tiene que ser _745. Por lo

tanto si consideramos la curva plana compleja C = C7 U Co, donde

| x=2t =3t
Cl_{y:5t2 y 02_{y:jil5t27

entonces C' es monomial.
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Veamos cuédles son los ideales de las curvas en estos dos casos. Denotemos
por L, y p el reticulo y el cardcter asociados a la curva C. Entonces L, =
((—4,2)), ya que es el unico subreticulo contenido en E, cumpliendo que
Sat L, = Ly \E/Lp] = 2. Ademds, usando la Proposicién 2.2.17 se tiene
que p(m) = A{%, para todo m € L,. Por lo tanto, los ideales de las curvas
en los dos ejemplos considerados son:

1. Z(C) = I+(p), donde

p:L, — Fk*
(—4,2) — 4=a7'ff =305 .

2. Z(C) = I+(p), donde

p:L, — k*
(—4,2) — B=a;"pi=0"6 .

De este hecho se puede deducir ficilmente que en estos casos (consecuencia
de 1.1),

1. Z(O) = (Y? — 4X?).

2. Z(C) = (Y? — 22X1).

En el apéndice 1 de este capitulo, volveremos sobre el problema de cons-
truir curvas mononmiales asociadas a una tnica célula.

2.2.3 Caracterizacion de las curvas monomiales por el origen

Teniendo en cuenta las interpretaciones que hemos hecho de las condiciones
C1, C2 y C3, en términos de los vectores de las parametrizaciones, estamos
en condiciones de enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.2.23 Sea C una curva cuyas componentes irreducibles, C1, . .. ,
Cy, son monomiales y pasan por el origen y sea I := I(C'). Consideremos,
para cada componente monomial irreducible Cj, una parametrizacién mono-

mial dada por los vectores (ﬁj,Aj), su célula asociada Z; y su reticulo aso-

ciado L; = <(bj)gj>L. Se definen, para cada Z € {Z,...,24}, Az ={j €

{1,...,d} | Z2; = Z} ydz = |Az|. Entonces, son equivalentes:
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(1) I es binomial.

(2) Se cumplen las condiciones D1, D2 y D3 siguientes:

D1 Para todo Z € {Z4,..., 24} se cumplen:
e Eriste hz € (Z>0)? tal que (h;j)z = hz para todo j € Az.

e Si consideramos los subreticulos de ZZ, Lz = (hz)* y Lz =

{m € Lz | (Aj)g = (M)%, Vi, k € Az} entonces |Lz/Lz| =
dz.

D2 Para cualesquiera j,k € {1,...,d}, o bien Z; N 2, = 0, o bien
existe L € {1,...,d} de forma que Z; N Z}, = Z;.

D3 Para cualesquiera j, k € {1,... ,d} tal que Z; C Z}, se cumple:

e Existe a € Z* tal que ahj; = hy;, para todo i € Z; (es decir,
los vectores (hy)z; y (h;)z; son proporcionales).

o Existel € {1,...,d} tal que Z, = Z; y (Al)% = (Ak)%, para
todo m € L;.

Dem. Por el Teorema 1.5.11, sabemos que I es binomial si y sélo si se
cumplen las condiciones C1, C2 y C3. Estas condiciones son equivalentes a
las expresadas en los apartados D1, D2 y D3 del teorema anterior ya que:

e En la Proposicion 2.2.16 hemos visto que C1 es equivalente a que para
todo Z € {Z1,...,2;}, el ideal Jz = Iz N k[Z] sea binomial. Como
se explicd en la Nota 2.2.15, Jz es el ideal de la unién de las curvas
monomiales irreducibles, prz(Cj), con j variando en Az, todas ellas
con célula asociada Z. Por lo tanto, aplicando el Teorema 2.2.20, Jz
es binomial si y sélo si se cumplen las condiciones impuestas en D1.

e Por el Teorema 2.2.8, C2 es equivalente a D2.

e Como consecuencia del Teorema 2.2.11, C3 y D3 son equivalentes si se
cumple D1 ya que en este caso, si Z; = Z; entonces (Iy)z, = (h;)z;.

O
El teorema que acabamos de ver nos va a proporcionar un método com-

putacional que determina cuando la unién de curvas monomiales por el
origen es una curva monomial.

Veamos un ejemplo de una curva por el origen que cumple las condiciones
del teorema anterior y, por tanto, es monomial.
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Ejemplo 2.2.24 Consideremos las curvas monomiales construidas en el
Ejemplo 2.2.22

cl=ctucs
donde
011:{ ggj:;ﬁ 021:{ §:i2t2 :
y
C?=C?uCs
donde

012:{3/:5t2 C%:{y:_f’tQ.

Consideramos ahora la curva C = C; U Cy U C3 U C4 U Cs donde:

r=t r=1
Ci={ y=2t2 , Cy=¢ y=-22 ,
z=0 z=0
z=0 z=0 T =
C3=< y=2t ,Cy=¢ y=3t yCOs=¢ y=t
z = bt? z:#t2 z=0

Si denotamos 27 = {1,2}, Z9 = {2,3} y 23 = {2}, entonces U = {2, Zs,
Z3}. Pero como C! y C? son monomiales, la condicién D1 se cumple para
Z = 2, y para Z = Z5. Ademads |Az,| = 1 luego D1 también se cumple
para Z = Z3. Por tultimo, es claro que C satisface D2 y D3, luego C es
monomial.

El enunciado del Teorema 2.2.23 se simplifica considerablemente en el
caso de que las componentes de la curva sean monomiales irreducibles puras
(curvas irreducibles que admiten una parametrizacién monomial cumpliendo
que todos los coeficientes que corresponden a indices de la célula sean uno).
En este caso sélo aparecen condiciones que implican a los exponentes de las
parametrizaciones y a las células de las componentes, por lo que la carac-
terizacion es puramente combinatoria.
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Teorema 2.2.25 Sea C' = C1U...UCy una curva unién de curvas monomia-
les irreducibles puras distintas, y sea I := Z(C'). Consideremos, para cada
componente irreducible Cj, el vector de exponentes h; y su célula asociada
Z;. Definimos, para cada Z € {Z1,... ,24}, Az ={je{l,...,d} | Z; =
Z}. Entonces, son equivalentes:

(1) I es binomial.

(2) Se cumplen las condiciones D1’, D2’ y D3’ siguientes:

D1’ Para cada Z € {Z1,...,2;} se tiene |Az| = 1.

D2’ Para cualesquiera j,k € {1,...,d}, o bien Z; N 2, = 0, o bien
existe | € {1,...,d} de forma que Z; N Z}, = Z;.

D3’ Para cualesquiera j, k € {1,... ,d} tal que Z; C 2y, existe a € Z*
tal que ahj; = hy; para todo i € Z;.

Dem. Sabemos que I es binomial si y sélo si se cumplen las condiciones
D1, D2 y D3 del 2.2.23. Si se cumple D1 entonces, para todo j € Az,
(hj)z = hgz, y como todas las componentes de C' son puras y distintas
entonces |Az| =1y Lz = Lz. Ademss, si |[Az| = 1 es claro que Jz es
binomial. Por lo tanto la condicién D1 del Teorema 2.2.23 es equivalente
a D1’. La condicién D2 es igual que la D2’ y teniendo en cuenta que si
Z C Zj entonces ();)% = 1 para todo m € Z#, la condicién D3 se escribe

ahora como D3’.
O

2.2.4 Curvas monomiales. Caso general

En el apartado 2.2.3 hemos caracterizado qué uniones de curvas monomiales
irreducibles son curvas monomiales, a través de condiciones combinatorias
sobre las parametrizaciones de las componentes. Dichas condiciones fueron
determinadas cuando todas las componentes de la curva pasan por el origen.
Veamos en esta subsecciéon las condiciones que hay que imponer cuando
permitimos que las componentes no pasen por el origen.

Sea C' C A™(k) una unién de las curvas monomiales irreducibles distintas
C4,...,Cq. Consideremos la descomposicién minimal de I := Z(C),

I=PiN...NPy, donde P; =Z(C;) Vje{l,...,d}.
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Para cada j € {1,... ,d} denotemos por Z; la célula asociada a la curva C; y

consideremos una parametrizacién monomial ¥; de Cj de vectores (h;, A;).

Como hicimos en 2.1.19, se consideran el punto P; = ¥;(0) y el subconjunto
de la célula Z;, Z; = {i € Z; | hj; = 0}, elementos que no dependen de la
parametrizacion elegida W;.

En la Proposicién 2.2.5 vimos que dado un conjunto Z C {1,... ,n} se
cumple

cnk)?={ U eMph|ul U P

2=2 Z-z

Por tanto, si consideramos el ideal Iz = Z(C' N (k*)%) y denotamos por M,
al ideal maximal M; = Z({P;}), se tiene,

Luego Iz es un ideal propio si y sélo si Z € {Z1,..., 2y, Zi,... ,gd}.

Proposicién 2.2.26 Dado Z € {Z4,... 24 21, ,Z~d} se definen Jz =
Iz NKk[Z], P; = P; NE[Z] para cada j tal que Z = Z; y M; = M; N k[Z]

para cada j tal que Z = Z;. Entonces, se tiene que

1. Jz = (ﬂzj:gffsj) N (ﬂg__zﬂj), y esta expresion es una descom-
=

posicion primaria de Jz (no necesariamente minimal).
2. Iz =Jz+ M(2) (suma en k[X]).
3. Para cada j tal que Z2 = Z;, P; = ﬁj +M(2).
4. ﬁj es primo de altuna | Z] — 1.

5. Para cada j tal que Z = Zj, Mj=M;+ M(Z2).

6. M; es mazimal en k[Z].

7. Jz = (Jz : ([Liez X0)™).
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Dem. Anéloga a la demostracion de la Proposicién 2.2.14, teniendo en
cuenta las consideraciones sobre el caso especial de ideales de puntos dadas
en la Proposicion 2.1.21.

O

Nota 2.2.27 Elideal 75]- es el ideal asociado a la curva monomial irreducible

Cjz; = prz,(C)) C kZi. Luego el reticulo asociado a 73]- es <(bj)zj>L.

Nota 2.2.28 El ideal Mvj es el ideal asociado al punto P; = prz (Cy) €

(k)gj. Luego el reticulo asociado a Mj es 7% (Proposicién 2.1.21).

Segun el teorema de caracterizacion de las variedades cortadas por bi-
nomios (Teorema 1.5.11), la condicién de I binomial es equivalente a que
se cumplan las condiciones C1, C2 y C3 de dicho teorema. La condicién
C1, que exige que los ideales Iz sean binomiales, equivale a que para todo
Ze{z,..., 2, Z,... ,Z~d} el ideal Jz sea binomial (Proposicion 2.2.26).

Como consecuencia, se tiene:
Proposicion 2.2.29 Si I es binomial, entonces:

1. Para todo Z € {Z,... , 2y, 21, .. ,gd} existe un cardcter parcial pz,
definido sobre un subreticulo L, de 77, con Jz = I (pz) y por tanto

Iz =I(pz) + M(2).

2. Si existen j, k tales que Z; = gk, entonces existe | tal que Z; = Z; y
P C M.

3. Si existe j € {1,...,d} tal que Z = Z; entonces Jz = ﬂgj:gﬁj
(es decir, Iz = Nz,=zP;), L,, es un subreticulo de 7% de rango
|Z| — 1 y existe un vector hz € ZZ con coordenadas no negativas tal
que Sat L,, = (hz)*.

4. Si no existe j € {1,...,d} tal que Z = Z;, entonces, L,, es un
subreticulo de Z® de rango |Z|, y Sat L,, = Z=.

Dem. Como I es el ideal de una curva monomial, Iz, y por tanto Jz, son
binomiales. Ademds Jz no contiene monomios y Jz = (Jz : ([[;cz Xi)>)
(Proposicién 2.2.26). Luego, por el Corolario 1.3.11, debe existir un caracter
parcial pz, definido sobre un subreticulo L,, de ZZ, con Jz = I(pz).
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Entonces, usando el Corolario 1.3.12, la descomposicién primaria minimal
de Jz es Jz = NI (p;), donde p; denotan las extensiones de pz a Sat L.
Pero puesto que

Jz=([] PHn( () My, (2.1)
Zj=2 Z;=Z
cada ideal I (p;) es, o bien uno de los primos 75]-, o bien uno de los maxi-
males M j- Ahora bien, no es~posib1e que en la descomposicién Jz = NI (p;)
aparezcan a la vez primos P; (ideales de curvas monomiales irreducibles,
y por tanto asociados a reticulos de rango |Z| — 1) e ideales maximales
Mvj (ideales de puntos, y por tanto asociados a reticulos de rango |Z|,
Proposicién 2.1.21), pues el reticulo Sat L,, es comun a todos los ideales
I, (pj). Por tanto, si se tiene Z; = Z, = Z, en (2.1) aparecen 73j y My, v
por tanto ka debe desaparecer, es decir, ﬁzlzzﬁl - ka luego existe [ tal
que Z; = Z;y P, € My, y se tiene 2.

Los apartados 3 y 4 se deducen de todo lo anterior, teniendo en cuenta
que 75j es el ideal de la curva Cj z, y por tanto Sat (L,;) = (hz)* siendo
hz = (h;)z, para algtin j con Z; = Z.

O

Como consecuencia del apartado 2 de la proposicién anterior, se tiene
que las curvas monomiales deben cumplir:

Si existen j, k tales que Z; = fk entonces debe existir [ tal que Z; = Z;
y Pk S Cl.

Obsérvese que si se cumple Py, € C} con Z; = gk, entonces P, # P; pues
siempre Z; # Z;.

La condicién DO es necesaria para que los ideales Jz sean binomiales,
y hay que anadirla en el enunciado del teorema andlogo a 2.2.23. Ademas,
también es necesario modificar las condiciones D1, D2 y D3 de dicho teo-
rema, como veremos a continuacién.

Distinguiremos dos tipos de indices en {1,... ,d}: los indices del primer
tipo seran aquellos k tales que existe j € {1,...,d} con Z; = Zj; el resto
seran del segundo tipo. Supongamos, tras una reordenacién, que los indices
del segundo tipo son {1,...,s}, s < d. Se considera el conjunto,
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U={Z,... , 2} U{Z1,... , Z}. (2.2)

Proposicion 2.2.30 En estas condiciones se tiene que si C es una curva
monomial, entonces C' N (k*)Z # () si y sélo si Z € U. Ademds,

Cnk)Z = U (C\P)). 1<k<d
Z;=Z,

cnk)Z = | {P}, 1<k<s
%23,

Dem. Basta tener en cuenta la condicién DO y la Proposicién 2.2.5.
d

Nota 2.2.31 C' N (k:*)@ # 0 siy solo si alguna componente pasa por el
origen, es decir, si existe j € {1,... ,d} tal que Z; = 0 (el caso Z; = () no se
puede dar pues Cj es una curva).

Teniendo en cuenta estos resultados, es facil ver, de forma similar al caso
de curvas por el origen, que ahora las condiciones C2, C3 y C1 del Teorema
1.5.11 se traducen en:

El conjunto U es cerrado para intersecciones.
Por la proposicién anterior {Z C {1,... ,n} | CN(k*)Z # 0} = U, luego

la condicién C2 del Teorema 1.5.11 es equivalente a D2.

o S5i Z; C fk con 1 <3 <dyl <k < s, entonces existe [ tal que
Z; = Zj y ng(Pk) e (.

e SiZ; CZcoml<jk<dy2Z ¢ 2, entonces existe | tal que
Zl = Zj y ﬂgj(ck) = Cl.

e Si Z~j - Z~k con 1 < j,k < s, entonces existe [ tal que Z = ~j y
mz (Px) = B,

e Si Zvj CZ,conl<j<syl<k<d, entonces existe [ tal que
Z1 =2y 15 (Cr) = {P} (y en particular, Z; C Zy).
J
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Estos cuatro puntos tienen una inmediata traduccién sobre los vectores de
las parametrizaciones, como veremos en el teorema de caracterizacion de las
curvas monomiales. Obsérvese que, en presencia del punto tercero, el cuarto
punto se puede sustituir por:

o Si gj C Z;, entonces Zvj C Z*Ek

Es equivalente a que para todo Z € U, el ideal Jz sea binomial.

Ahora los ideales Jz son de dos tipos:

1. Jzk = ﬂgj:gkﬁj, es decir, ng = ﬂzj:ZkPj, sil<k<d.

2. Jgk = méj:Eij’ es decir, ng = mf}]—:éij’ sil<k<s.

(consecuencia de las Proposiciones 2.2.29 y 2.2.30). La situacién 1 es to-
tamente andloga a la del caso de curvas por el origen. Para el caso 2, el
procedimiento es completamente paralelo, salvo que ahora el reticulo satu-

rado a considerar es ZZ. Concretamente, en el caso 2, se tiene:

Proposicién 2.2.32 Para todo Z € {21,... ,ZVS} definimos Az = {j |
Z; = 2}, Bz = {P; | j € Az}, dz = |Bz| (es decir, dz = [V(Jz)|) y
Lz={meZ?| (A))Z = (M) % para cualesquiera j, k € Az}. Entonces Jz

es binomial si y sélo si |27 /Lz| = dz.

Dem. Totalmente anédloga a la demostracién del Teorema 2.2.20, teniendo
en cuenta que si V(Jz) = {P;,,... , P, _} (tras eliminar los puntos repetidos)

entonces la descomposicién primaria minimal de Jz es Jz = M;; N... N

M

idg "

O

Teniendo en cuenta estas consideraciones, el teorema de caracterizacion
de las curvas monomiales desde el punto de vista de las parametrizaciones
resulta:

Teorema 2.2.33 Sea C' una curva cuyas componentes irreducibles, C1, . .. ,
Cyq, son monomiales y sea I :==Z(C). Consideremos, para cada componente
monomial irreducible Cj, una parametrizacion monomial v; dada por los
vectores (h;, A;), su célula asociada Z; y el conjunto gj ={i€ Z;| h;=0}.
Consideremos, ademds, el punto P; = 1;(0) y el reticulo asociado a Cj,
Lj = ((hj)z,)". Tras una reordenacién de las componentes, supongamos
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que j € {1,...,s} (s <d) siy sdlo sino existe k € {1,...,d} congj = Zj.
Definimos

U =U; WUy donde Ulz{Zl,... ,Zd} yUQZ{ZVl,... ,sz}.

Para todo Z € Uy se definen Az ={j | Z; = Z} ydz = |Az|. Para todo
Z € Uy se definen Az ={j | Z; =2}, Bz ={P; | Z2; = 2} ydz = |Bz|.
Entonces, son equivalentes:

(1) I es binomial.

(2) Se cumplen las condiciones DO, D1, D2 y D3 siguientes:

DO Si existen j, k tales que Z; = gk entonces debe existir | tal que
Zj:Zl y P, € (.
D1 Para todo Z € U se cumple:
1. Si Z € Uy, emiste hy € 77 tal que hy = (@j)z para todo
jEeAz.
2. Sean j € Az, Lz = (h)2)* y Lz = {m € Lz | (A)% =
(Ap)%: Vi.k € Az}. Entonces |Lz/Lz| =dz.
D2 El conjunto U es cerrado para intersecciones.
D3 e Para cualesquiera j € {1,...,d} y k € {1,...,s} tales que
Z; C Zy emistel € {1,...,d} tal quel € Az, y ((Al)zj)m =
((Ak)zj )™ para todo m € L;.
o Para cualesquiera j, k € {1,... ,d} tales que Z; C Z, y Z; €
Zi, se tiene:
Eziste a € Z* tal que ahj; = hy;, para todo i € Z;.
Ezistel € {1,... ,d} tal quel € Az, y ((A)z, )™ = ((Ap)z,)™
para todo m € L;.
e Para cualesquiera j,k € {1,...,s} tales que gj C Z, existe
le{l,... s} tal quel € Aéj Yy (Al)éj = (Ak)gj.
e Para cualesquiera j € {1,...,s} y k € {1,...,d} tales que
Z; C Zy, se tiene Z; C Zj,.

Nota 2.2.34 En particular, si C es una curva monomial y denotamos por
Z7 alos elementos de U (27 = Z; o 27 = Z;), se cumple que si Z7 C Z¢
entonces existe a € Z tal que ahj; = hy; para todo i € Z;.
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2.3 Algoritmos

Existe una forma obvia de saber, computacionalmente, cuando una unién
de curvas dadas por parametrizaciones monomiales es monomial: el calculo
de una base de Grobner del ideal asociado a dicha curva. Los pasos a seguir
serian:

1. Dada la parametrizacién monomial de cada componente Cj, (h;,A;),

buscar una base de Grobner del ideal (X3 —)\jlthﬂ, . ,Xn—)\jnthj"> -
k[X1,...,Xn,t] para el orden lexicografico donde X; < ... < X, <
t, y selecionar, dentro de ella, los polinomios en k[Xi,...,X,]. El

conjunto obtenido es una base de Grobner de Z(C}).

2. Una vez obtenidas una base de Grébner de Z(C}), G, y una de Z(Cy),
G, se calcula una base de Grébner del ideal ({tg | g € G} U {(1 —
t)g | g € Gi}) C k[X1,...,X,,t] para el orden lexicografico donde
X1 < ... < X, < t. Haciendo la interseccion de dicha base con
k[X1,..., Xy, obtenemos una base de Grébner de Z(C;) NZ(Cy).

A pesar de esto, en esta seccion intentaremos aprovechar los aspectos
combinatorios del Teorema 2.2.33 para construir un método alternativo,
que también servird para poner de manifiesto los elementos (reticulos y
caracteres parciales) asociados a la curva.

Por comodidad en la notacién expondremos, en primer lugar, el método
para el caso de una curva unién de curvas monomiales irreducibles, que pase
por el origen (todas las componentes irreducibles contienen al origen). Por
lo tanto, el algoritmo deberd comprobar cuando se cumplen las condiciones
D1, D2 y D3 del Teorema 2.2.23.

Comenzaremos estableciendo un algoritmo que compruebe cuando se
cumple la condicién D1. Para ello necesitamos determinar cudndo una unién
de curvas monomiales irreducibles, todas con célula asociada la total, es una
curva monomial.

2.3.1 Construccion de una base del ortogonal en Z" a un
vector

Consideremos un vector h = (hy,... ,hy) € (Z>0)" no nulo. Vamos a cal-
cular una base del reticulo saturado de Z" dado por L = (h)* = {m € Z" |
mh = 0}.
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Consideramos la aplicacién Z-lineal ¢ dada por

p: 2" — Z
mo—— Yy mhy
Es obvio que L = ker(yp), luego si encontramos una base {v;,...,v,} de Z"
tal que la matriz de ¢ en dicha base sea (a,0,...,0) con a # 0, tendremos
que {vg,...,v,} serd una base de L. Puesto que la matriz de ¢ en la
base canénica es (hq,... ,hy), necesitamos encontrar una matriz inversible

M € Myxn(Z) tal que
(hlv"' 7hn)M: ((I,O,... 7O)a

y la base de L estard dada por las n — 1 ultimas columnas de M.

Empecemos por suponer que para todo i, h; # 0, y sea d = m.c.d.{h; |
1 <i < n}. Para buscar M seguiremos los siguientes pasos:

Paso 1: Usando el algoritmo de Euclides, calculamos d; = m.c.d.(h1, h2) y
enteros aj1, a1 tales que di = a11h1 + ai12he, y definimos hll = %, h,2 = %
Con estos valores construimos la matriz,

all —hIQ 0 0

aa W, 0 0
A= 0 0 1 0|,

0 0 O 1

que resulta inversible sobre Z.
Se cumple (hl, c. ,hn)Al = (dl,O, hg, NN ,hn).

Paso 2: Calculamos dy = m.c.d.(dy, h3) y enteros asi,ass tales que dy =
ao1h1 + asoho. Definimos d/1 = % y hg = Z—g. Para estos valores construimos
la matriz,

a1 0 — hé 0
0 1 O 0

A2 — as? 0 dll 0 ,
o o0 o --- 1

que resulta inversible sobre Z.
Se cumple (d1,0,h3... , hy)A2 = (d2,0,0, hy, ..., hy).
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Asi, hasta llegar al dltimo paso:
Paso n —1: Calculamos d,,—; = m.c.d.(dp—2,hy,) = d y enteros a,_i 1,

an—1,2 tales que d,—1 = ap—1,1dp—2 + an—12hy,. Definimos d_, =

b, = dhnl y construimos la matriz
e
an—11
0
Ap1 = 0
An—12

que resulta inversible sobre Z.

)

S = O

[an}

Se cumple (d;,—2,0,...,0,hy)As = (d,0,...,0).

Entonces la matriz M = A As ... A,_1 es inversible sobre Z y (hq,. ..

dn—2
dn—l y

s han)

M = (d,0,...,0) con d # 0 ya que h # 0. Luego M es la matriz que
buscdbamos. Sus ultimas n — 1 columnas se pueden aislar multiplicando por
la matriz con n filas y n — 1 columnas,

0

S =

0
0

0
0
1

0
0

0
0
0

0
0

o O O

0
1

Por lo tanto, las columnas de M C proporcionan una base para el reticulo
L. Adems4s la primera columna de M es un vector o € Z™ con ah = d y, en

particular, Z" = L & ().

Teniendo en cuenta el método descrito y adaptandolo al caso en que
h tenga alguna coordenada nula, es claro que el siguiente algoritmo nos

proporciona una base de (h)*.

Algoritmo 2.3.1
Input: h = (hl, c. ,hn) € Zzo.
Output: B = {m,,...

7mn71} czZ".

Inicializacién: Definimos d©) = hy, A=1I,, j = 0.
Iteracion: Mientras 1 < j <n—1,

e sihjr1 =0 entonces j:=7+1
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o si hjr1 # 0 entonces, usando el algoritmo de FEuclides, se calculan
dV) = m.c.d.(d(j_l),th) y enteros \j, [, a; y bj tales que,

d¥) — )\jd(jfl) + pihj Y dU-1 — d(j)aj, hji1 = d(j)bj.

SeA construye lq matriz AY) € M, (Z) tal que aﬂ =}, ag‘{j)-ﬂ = —bj,
aﬁ)m = Uj, “5']421,3'+1 = aj y el resto de coeficientes como en la matriz

identidad. Se redefine A = A AU,

Salida: El algoritmo devuelve B = {cy,...,c,}, siendo {c;,...,c,} las
columnas de la matriz A.

Teorema 2.3.2 Sean h € (Z>0)™ no nulo y L = (h)*. Si el Algoritmo
2.3.1 aplicado al vector h devuelve B entonces B es una base del Z-modulo
L. Ademds, si « = ¢ es la primera columna de la matriz AWM A=)
construida en dicho algoritmo, entonces ah = d, siendo d = m.c.d.{h; |

hi # 0}.

Dem. Se deduce de la explicacion previa al algoritmo.
O

Ejemplo 2.3.3 Vamos a calcular una base de L = (h)*, siendo h = (1, 2, 3).
Como m.c.d.(1,2) =1y 1= (—1)1+ (1)2 entonces,

-1 -2 0
A = 1 10
0 01

Ademas teniendo en cuenta que m.c.d.(1,3) =1y 1 = (-2)1 + (1)3,

-2 0 -3
Ay = 01 0
1 0 1
Entonces la matriz M resulta
2 -2 3
M = -2 1 -3
1 0 1

y el conjunto {(—2,1,0),(3,—3,1)} es una base del Z-médulo L. Ademsds,
la primera columna de M es un vector cuyo producto escalar con h es 1.
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2.3.2 Calculo del reticulo asociado a una curva monomial en
una célula

Sea C' = C1 U...UCy una curva unién de curvas monomiales irreducibles
tal que Z; = {1,... ,n} para todo j € {1,...,d}. Consideremos, para cada

J, una parametrizacién monomial de C}, dada por los vectores (ﬁj, Aj).

Recordemos que si C' es monomial se tiene que h; = h; para todo j €
{1,...,d} y quesi I :=Z(C) entonces I = I(p), siendo

LP: {me <h1>L |A]m:A1m7 VJ € {27 7d}}7

Sat L, = (b))t y p(m) = AT* (Proposicién 2.2.17).

En la seccién anterior vimos un método para calcular una base de Sat L.
Veamos ahora como calcular un sistema de generadores de L, reticulo aso-
ciado a la curva monomial C'. Para ello necesitamos considerar el siguiente
resultado técnico (en el cual, teniendo en cuenta que k es algebraicamente
cerrado y de caracteristica cero, utilizamos notacién compleja):

Teorema 2.3.4 Sea h € (Z>0)" no nulo y sean Ay, ... ,\; € (k*)". Defini-
mos los subreticulos de 7", L = (h)* y

L={meL|X*=)"Vje{2,.. . d}.

Consideremos un base de L, B = {m,,... ,m, ,}. Supongamos que |L/L| <
oco. Con esta condicion, definimos para cada i € {1,...,n — 1}, d; =
min {a € Zso | am; € L}. De esta forma, para cualesquiera i € {1,... ,n—
1} yj € {2,...,d} existe un tnico kl(j), con 0 < k:gj)
m. 2k§j>7rl
()" =
A

Ademds, definimos d* = m.c.m.{dy,...,d,—1} y d; = d*/d; para todo i,

y consideramos el sistema de congruencias S, dado por las ecuaciones

< d; y tal que

n—1
S kP diXi =0mod d*, 2<j<d.

%
=1

Entonces, si {L, . ,iT} es un sitstema de generadores del conjunto de solu-
ciones de Sy g, es el vector de coordenadas L en la base B, se tiene que
{9,:---.9,} es sistema de generadores de L.
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Dem. Sea i € {1,...,n — 1}. Como d;m; € L, entonces para cada j €
. A\ 2 , ‘. .

{2,...,d} se tiene que (ﬁ) es una raiz d;-ésima de la unidad. Luego,

usando notacién compleja, para cada j € {2,...,d} existe un unico entero

ki(j) con 0 < k9 < d; y tal que

i
) ()
A\ 2k w1
= —e 4
Ay

(como k tiene caracteristica cero y es algebraicamente cerrado, contiene a
un subcuerpo de C que contiene a las raices de la unidad, por lo tanto tiene
sentido utilizar notacién compleja).

Sea m € Z, m = aym; + ...+ ap—1m,_;. Por definicién de L se tiene

que m € L si y sélo si

A\ .

= =1; Vje{2,...,d}
Ap

que equivale a

que es lo mismo que

n—1 (4)
Yo ez Vie{2....,d).
; d;
=1
Por lo tanto, m = aymy + ... + ap—1m,_; € L si y sélo si para cada

j€{2,...,d} se cumple

n—1 )

E k‘l(])diai = 0 mod d*.

i=1
Luego (ai,...,an—1) son las coordenadas de un vector de L en la base
{my,... ,m,_}siysélosi(ai,...,a,—1)essolucién del sistema de congruen-

cias con d — 1 ecuaciones y n — 1 + d — 1 incégnitas,

n—1
Zk‘?)giXi =0mod d", 2<j<d,
i=1
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de lo cual se deduce el resultado.
O

Teniendo en cuenta este resultado, podemos construir un algoritmo que
nos permita calcular un sistema de generadores de L,, reticulo asociado a
una curva monomial, en el caso de tinica célula coordenada.

Algoritmo 2.3.5

Input: {mq,... ,m, 1} CZ",{\,... , Ag} C (K*)™

Output: F=0 o F = {gl,... ,gr} c Z".

Paso 1: Siexisteni € {1,... ,n—1} yj € {2,...,d} tales que A;lmi % Xllm",
entonces el algoritmo termina y devuelve F = (). En caso contrario, para
cada i € {1,... ,n — 1} se calcula d; = min{a € Z~g | A?m" = Xfmi, Vi €
{2,...,d}}.

Paso 2: Para cada i € {1,... ,n—1} y para cada j € {2,... ,d} se calcula
un entero 0 < k(j) < d; tal que

[
AL\ P 26 1
;‘7 g d; .
A

Paso 3: Calculamos d* = m.cm.{dy,... ,dy_1}, d; = d*/d; para cada
i€ {l,...,n— 1}, y, por dltimo, una matriz con coeficientes enteros y
dimension (n — 1) x r, (fij)ij, cuyas columnas generen las soluciones del
sistema de congruencias

n—1
S kP diXi = mod dt, 2<j<d.
=1
n—1
Paso 4: Para cadai € {1,... 1} se construye g, = Zl fjim;. El algoritmo
J:
devuelve F ={g ... g }.
Teorema 2.3.6 En las condiciones del Teorema 2.5.4, el algoritmo anterior

aplicado a ({my,... ,m,_1},{A, ..., Ag}) devuelve O si existe m € L tal que
dm ¢ L y un sistema de generadores {g,,... ,g } de L, en caso contrario.

Dem. Consecuencia del Teorema 2.3.4.
O
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Teorema 2.3.7 Sea C' curva monomial y sean Cy, ... ,Cy las componentes
irreducibles de C'. Supongamos que Z; = {1,... ,n} para todoj € {1,... ,d},
y consideremos el cardcter parcial p : L, — k* tal que Z(C) = I,.(p). En-
tonces se cumple:

1. h; = hy para todo j € {2,... ,d}.

Apliqguemos el Algoritmo 2.3.1 a hy y sea {my, ... ,m,_1} la salida. Aplique-
mos 2.5.5 a ({my,... ,m,_1},{A,... . Aq}) y sea {g,,....g } la salida.
Entonces:

2. {gl, o ,gr} es sistema de generadores del reticulo L.
3. Silos factores invariantes de la extension <Q1, ... ,gr> C(my,...,m, 1)
son di,...,d,_1, entonces H?:_ll d; =d.

Dem. El apartado 1 se deduce del Teorema 2.2.20. También se tiene
Sat L, = (ly)" =Ly L,={m € Sat L, | (A;)™ = (A)™, V5 €{2,...,d}}
= L (Proposicién 2.2.17). Ademds, |Sat L,/L,| = d, luego dm € L, para
todo m € Sat L, y aplicando los Teoremas 2.3.2 y 2.3.6 se demuestra el
apartado 2.

Puesto que {g,,... g, } essistema de generadoresde L y {m, ... ,m,_}

es base de L, dy, ... ,d,—1 son los factores invariantes de la extensiéon L CL

y por tanto dy -+ -dp_1 = |L/L| = d.
]

Ejemplo 2.3.8 Consideremos la curva C = C; UCyUC3UCy en C3, cuyas
componentes vienen definidas por las parametrizaciones:

=1 =1 =1 rz=1
Ci={ y=2t2 Cho=¢ y=2It2 C3=< y=-2> C,={ y=—2It>
z = 8t3 z = —8It3 2z = —8t3 z = 81t

C es una curva cuyas componentes tienen asociada la célula total. Ademés
C' es monomial, como comprobaremos mas adelante. Por lo tanto existe un
carécter parcial p sobre Z3 tal que Z(C) = I (p). Veamos c6mo calcular un
sistema de generadores del reticulo L,.

B={m; =(-2,1,0),my, = (3,-3,1)} eslabase de Sat L, (= ((1,2,3))*)
calculada en el Ejemplo 2.3.3. Consideremos los vectores coeficientes de
las parametrizaciones fijadas para las componentes, \; = (1,2,8), Ay =
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(1,21, —8I), Ay = (1,-2,-8) y A, = (1,—2I,8I). Para cada i € {1,2}

calculamos
d; = min {CL € Zo ’ (Aj)aml = (Al)ami, Vj e {2,3,4}},

resultando d; = 4 y da = 1 (en particular los vectores 4m; y m, estan en

L,). Como
AQ my AS my A4 my
£22) =1 (2) =-1 (&) =-1
&) - &) - ()

A\ 22
<J> =1,Vj € {2,3,4}
A

entonces, con la notacién del Teorema 2.3.4, k? =1, k3 = 2, k‘f =3y k% =0
para j € {2,3,4}. Ademas, en este caso d* =4, d; = 1y da = 4, luego el
sistema en congruencias que tenemos que resolver es:

1X7 +0X5 =0 mod 4
2X1+0X9 =0 mod 4
3X1 +OX2 =0 mod 4

cuya solucién es
Xi=4\ Xo=pu; MNp€Z.

Por lo tanto, las coordenadas en la base {m;,my} de un sistema de gene-
radores para L, son (4,0) y (0,1). Luego L, = ((—8,4,0),(3,-3,1)).

2.3.3 Determinacién de curvas monomiales irreducibles igua-
les

Sea C' = C1U...UC; una union de curvas monomiales irreducibles. Suponga-
mos que, para todo j, la célula asociada a C; es {1,...,n} y su vector
de exponentes es h. Veamos un algoritmo para obtener las componentes
irreducibles de la curva C, es decir, eliminar las curvas repetidas.

Algoritmo 2.3.9

Input: B={my,... ,m,_1} CZ",C={A,... , Mg} C (k")

Output: (d*, F ={\],... ,A}}).

Proceso: Se definen d* =d y FF =C. Para cada j € {1,...,d*}, si existe
ke {1,...,d} tal que Ajmi = Akmi para todo i € {1,...,n — 1}, entonces
d*:=d—1,C:={); | j # k} y se aplica el algoritmo a (B,C). En caso
contrario, el algoritmo devuelve (d*, F') y termina.
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Teorema 2.3.10 Sea C = Cy U ... U Cy una union de curvas monomia-
les irreducibles. Supongamos que, para todo j, la célula asociada a C; es
{1,...,n} y los vectores (h,\;) definen una parametrizacion monomial de
C;. Sea B una base de (h)*. En estas condiciones, si el Algoritmo 2.3.9
aplicado a (B,{\q,...,\q}) devuelve (d*,F = {A],... ,A}x}) y, para cada
j € {1,...,d*}, denotamos por C’;f a la curva monomial irreducible con
parametrizacion dada por (h, A;f), entonces CT, ... ,Cj. son las componentes
irreducibles de la curva C.

Dem. Es obvio, pues sabemos que las componentes C; y C}, son iguales si
y sélo si Ajm = \.* para todo m € (h)* (Proposicién 2.1.6).
O

2.3.4 Algoritmo de caracterizacién de curvas monomiales en
una célula

Sea C' una curva unién de curvas monomiales irreducibles, todas con célula
asociada {1,...,n}. Estamos en condiciones de construir un algoritmo que,
a partir de las parametrizaciones de las componentes de C', determine cuando
C es 0 no es monomial, y en caso afirmativo, calcule una base del reticulo
asociado a C.

Algoritmo 2.3.11

Input: {hy,... ,hg} T (Z>0)",{A1,-..,Ag} C (K*)".

Output: F =0 o F ={vy,...,v,_1}.

Paso 1: Si existe j € {2,...,d} tal que h; # hy, entonces el algoritmo
devuelve F = ().

Paso 2: Se aplica el Algoritmo 2.3.1 a hy. Sea {n;,... ,n,_,} el conjunto
de vectores obtenidos como salida.

Paso 3: Se aplica el Algoritmo 2.3.9 a ({ny,... ,n,_1},{A1,--- ,Ag}). Sea
(d*,{A], ..., Al }) el par obtenido como salida.

Paso 4: Aplicamos el Algoritmo 2.3.5 al par ({nq,... ;1,1 },{A], .. ,AR}).
Si devuelve (), entonces el algoritmo termina y devuelve F = (). En caso con-
trario sea {g ... g } el resultado obtenido.

Paso 5: Calculamos el conjunto de factores invariantes de la extension
<{gj}j) C {n;}i), {d1,... ,dn—1}, y una base de diagonalizacion, {m, ... ,
my,_1}. Si H?;ll d; # d*, entonces el algoritmo devuelve F = ).

Paso 6: Se definen v; = d;m; para todo i € {1,... ,n— 1} y el algoritmo
devuelve F = {vy,... ,u,_1}.
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Teorema 2.3.12 Sea C = Cy U ... U Cy una union de curvas monomia-
les irreducibles tal que todas sus componentes tienen como célula asociada
{1,...,n}. Sea & = {hy,... ,hy} el conjunto de exponentes asociados a
las parametrizaciones monomiales de sus componentes, y C = {Ay,... , g}
el conjunto de coeficientes. Si aplicamos el algoritmo anterior a (€,C), la
salida es O si y sdlo si la curva C' no es monomial. Ademds, si la sali-
da es {vy,...,v,_1} entonces I(C) = I.(p), donde L, = (vy,...,v,_1) ¥
p(m) = (A)™ para todo m € L,.

Dem. Observemos, en primer lugar, que si el Paso 5 se llega a realizar es
porque L/L es finito, y por tanto el conjunto de factores invariantes de la
extensién (incluyendo los posibles unos) tiene cardinal n — 1.

Si C' es monomial, se tiene h; = h; para todo j € {2,...,d}. Sea
{ny,...,n,_1} el conjunto de vectores obtenido al aplicar el Algoritmo
2.3.1 a hy, que resulta una base de (h;)* (Teorema 2.3.2). Denotemos
por {A],..., A} el conjunto de vectores obtenido al aplicar el Algoritmo
239a ({ng,---,ny_1} {A1,---,Ay}). Por el Teorema 2.3.10, se tiene que
si C; es la curva monomial irreducible con parametrizacién dada por (h, Aj)
entonces C7, ... ,C}. son las componentes irreducibles de C'. Como estamos
en las condiciones del Teorema 2.3.7, al aplicar el Algoritmo 2.3.5 al par
{ny,- s 1 {AL, .-, A }), la salida es un sistema de generadores de
L,. Por lo tanto, los enteros di, ... ,d,_1 obtenidos en el Paso 5 cumplen
175 di = d* y 1a salida no es .

Reciprocamente, supongamos que la salida es {v;,...,v,_;}. Entonces
h; = hy para todo j € {2,...,d}. Ademds, por el Teorema 2.3.2, {ny,...,
n, 1} es base de L = (h;)* y por el Teorema 2.3.6, {9,:--- .9} es sistema
de generadores del reticulo L = {m € L | (A= (A1)™, Vi e{l,...,d"}}.
Por lo tanto, como [[I=}' d; = d*, se tiene que |L/L| = d. Luego se cumplen
las condiciones del Teorema 2.2.20 y C es monomial. Ademas, la salida del
algoritmo es {dim,... ,d,—1m,_,}, y por tanto una base de L, (Teorema
2.2.21). Si definimos p(m) = (A;)™ para todo m € L,, entonces Z(C) =
I (p) (Proposicién 2.2.17).

O

Ejemplo 2.3.13 Consideremos la curva del Ejemplo 2.3.8, C = C; UCy U
C3UCy contenida en C3, cuyas componentes vienen definidas por las parame-
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trizaciones:
r=t1 r=t x=t r=t
2 =8t 2= —8It% 2= -8 2= 8113

Vamos a aplicar el Algoritmo 2.3.11 a los vectores h = (1,2,3), A; = (1,2,8),
Ay = (1,21,-81), \y = (1,—2,-8) y M\, = (1,—21,81), para ver si la curva
C es monomial. La condicién del Paso 1 se cumple ya que todos los vectores
exponentes de las parametrizaciones son el mismo, h = (1,2, 3). Considere-
mos la base de L = (h)L, {n; = (—=2,1,0),n, = (3,—3,1)}, obtenida en el
Ejemplo 2.3.3 tras aplicar el Algoritmo 2.3.1 al vector h = (1,2, 3), y el sis-
tema de generadores de L obtenido en el Ejemplo 2.3.8, {gl = (-8,4,0), g, =
(3,—3,1)}. Si diagonalizamos la extension (g, g,) C (n1,n,), resulta que el
conjunto {n;,n,} es una base de diagonalizacién, siendo los factores inva-
riantes dy =4 y do = 1. Puesto que 4 = d; - do, la curva C' es monomial.

Ademas Z(C) = I+(p) donde L, = ((—8,4,0),(3,-3,1)) y p: L, — k*
donde p(mi, mg, m3) = 1"12™28™3 para todo m = (my, ma, m3) € L, (para
definir el caracter p podemos tomar cualquiera de los vectores coeficientes
de las componentes).

2.3.5 Algoritmo de caracterizacién de curvas monomiales por
el origen

Consideremos ahora, una curva C' = CjU...UCy unién de curvas monomia-
les, con células asociadas arbitrarias, todas ellas pasando por el origen. Sean,
para cada j € {1,... ,d}, los vectores (h;, ;) que definen una parametriza-
cién monomial para C;, y Z; la célula asociada a €. Veamos un algoritmo
para determinar si C' es monomial. Obsérvese que por las condiciones im-
puestas, ahora todas las coordenadas de h; son estrictamente positivas o

valen oo.

Algoritmo 2.3.14

Input: {hy,... ,hg} C (ZsoU{oc})", {A\,..., Ay} CEk".

Output: F =51 o F = NO.

Paso 0: Para cada j € {1,...,d} calculamos el conjunto Z; = {i €
{1,...,n} | \i # 0}. Definimos el conjunto U = {Z1,... ,2;}.

Paso 1: Para todos j,k € {1,... ,d} distintos calculamos Zj, = Z; N 2.
Si existen j y k tales que Z;, # 0 y 2, ¢ U, entonces el algoritmo devuelve
F = NO y termina.
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Paso 2: Para todos j,k € {1,... ,d} distintos tales que Z; C Zy, si existen
i1,12 € Z; tales que

Pk iy y Pk i
)
hjin = By

entonces el algoritmo devuelve F = NO y termina.
Paso 3: Para todos j, k € {1,... ,d} distintos tales que Z; C Z,, aplicamos

el Algoritmo 2.5.1 al vector (hj)z;. Sea {my,... ,mz _1} el conjunto de
vectores obtenido. Si mo existe | € Az, tal que ((N\)z;)™ = ((Ap)z,)™
para todo i € {1,...,|Z;| — 1}, entonces el algoritmo devuelve F = NO y
termina.

Paso 4: Para cada Z € U, se construye Az = {j € {1,... ,d} | Z; = Z}
y se aplica el Algoritmo 2.3.11 a ({(h;)z | j € Az}, {(Q;)z | j € Az}). Si
para algin Z, este algoritmo devuelve (), entonces F = NO vy el algoritmo
termina.

Paso 5: Fl algoritmo devuelve F = S1.

Teorema 2.3.15 Sea C = C1 U...UCy una curva unién de curvas mono-
mieales irreducibles que pasa por el origen. Consideremos para cada j €
{1,... ,d} los vectores (h;,A;) que definen una parametrizacion monomial
de C;. Entonces el Algoritmo 2.3.14 aplicado a ({h;}* {Aj}?zl) devuelve

i=D
F = ST siy solo st C es monomial.

Dem. C es monomial siy sélo si se cumplen las condiciones D1, D2 y D3 del
Teorema 2.2.23 y tras el Teorema 2.3.12, es evidente que dichas condiciones
se cumplen si y sélo si la salida del algoritmo es F' = S1T.

O

Nota 2.3.16 Si incluimos en la salida del Algoritmo 2.3.11 el conjunto de
vectores {my,...,m,_;} (obtenido en su desarrollo) y reordenamos ade-
cuadamente los pasos del algoritmo anterior, entonces en el Paso 3 no es nece-
sario aplicar el Algoritmo 2.3.1 para calcular el conjunto {m, ... 7M\2j|—1}7
pues se calcularia en el Paso 4.

Nota 2.3.17 Por otra parte, es obvio que una pequena modificaciéon del
Algoritmo 2.3.14 nos permitiria hacer que la salida, caso de ser la curva
monomial, fuese la descomposicién celular I = NIz (Proposicién 1.5.7).
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2.3.6 Algoritmo de caracterizacién de curvas monomiales

Consideremos, para terminar, una curva C' = C7 U ... U Cy unién de curvas
monomiales. Sea, para cada j € {1,...,d}, (h;,A;) un vector que define
una parametrizacion monomial para Cj, y sea Z; la célula asociada a Cj.
Veamos un algoritmo que determine cudndo C' es monomial, a partir de
({h; }?:1, {2 };-l:l), es decir, que compruebe cudndo se satisfacen las condi-
ciones del Teorema 2.2.33.

Para ello veamos primero cémo determinar cuando una unién de puntos,
todos con célula asociada la total, cumple que su ideal asociado es binomial.
El método es muy parecido al descrito en el Algoritmo 2.3.11.

Algoritmo 2.3.18

Input: C ={)\,... , \;} C (k)™

Output: F =0 o F ={vy,...,v,}.

Paso 1: Se eliminan en C los puntos repetidos.

Paso 2: Sea {¢,...,e,} la base candnica de Z". Aplicamos el Algoritmo
2.3.5 al par ({e1,...,e,},{ s+, Ag}). Si devuelve (), entonces el algo-
ritmo devuelve F = () y termina. En caso contrario sea {gl,... ,gr} el

resultado obtenido.

Paso 3: Calculamos el conjunto de factores invariantes de la extension
<{gj}j) C ({e;}i), {d1,-.. ,dn}, y una base de diagonalizacion, {m,... ,m,}.
St [1i, di # d, entonces el algoritmo devuelve F' = ().

Paso 4: Se definen v; = dim; para todo i € {1,...,n} y el algoritmo
devuelve F = {vy,... ,v,}.

Teorema 2.3.19 Sea V = Py U...U P; una union de puntos distintos con
P; € (k*)™ para todo j. Para cada j, denotemos por A; al vector de las
coordenadas de Pj. Entonces el Algoritmo 2.83.18 aplicado a {A{, ..., g}
devuelve F = 0 si y sdlo si Z(V) no es binomial. Ademds, si la salida es
{vy,...,v,} entonces I(C) = I (p), donde L, = (vy,...,v,) y p(m) =
(A1)™ para todo m € L,.

Dem. Teniendo en cuenta la Proposicién 2.2.32, la demostracion es paralela
a la del Teorema 2.3.12.
O

Con el fin de comprobar la condicién DO del Teorema 2.2.33 necesitamos
obtener un algoritmo que determine cudndo un punto, con todas sus coor-
denadas no nulas, pertenece a una curva monomial irreducible con célula
asociada la célula total.
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Algoritmo 2.3.20
Input: v € (k*)",h € (Zso)", A € (K*)".
Output: F =51 o F = NO.

Paso 0: Aplicamos el Algoritmo 2.3.1 al vector h. Sea {my,... ,m,_,} el
conjunto de vectores obtenido.
Paso 1: Si para todo i € {1,... ,n — 1}, v™ = N entonces el algoritmo

devuelve F' = SI. En caso contrario, el algoritmo devuelve F = NO.

Teorema 2.3.21 Sean C una curva monomial irreducible con célula aso-
ciada la total y P € (k*)". Sea (h,\) un vector de una parametrizacion
monomial para C' y v el vector de coordenadas de P. Entonces, el Algo-
ritmo 2.3.20 aplicado a (v, h,\) devuelve F = ST si y sélo si P € C.

Dem. Sea p : L, — k* dado por p(m) = A donde L, = (h)*. Por
la Proposicién 2.1.6 se tiene que Z(C) = I1(p). Ademas sabemos que si
{my,...,m,_1} es una base de (h)*, entonces I(p) = (X™ — p(m,),...,
X™Mn—1 — p(m,,_)), luego el resultado se deduce de que V(I(p)) N (k*)" =
V(I(p)).

([

Utilizando todos los algoritmos que hemos definido se puede construir:

Algoritmo 2.3.22 (Caracterizacién de curvas monomiales)

Input: {hy,... ,hg} T (Z>0U{oc})", {A1,...,Ag} CE".

Output: FF =51 o F = NO.

Paso 0: Calculamos, para cada j € {1,...,d}, Z; = {i € {1,... ,n} |
Ai # 0}, Z; = {i € Z; ’ hjl' =0}, yA={j € {1,...,d} | 3k €
{1,...,d} con Z; = Z}. Sean Uy = {Z1,... 24}, Us = {Z; | j ¢ A}
yU = Uy UUsy. Se reordenan Z1, ..., 24 para que Uy = {51, e ,gs}. Para
cada Z € Uy, se define Az ={j € {1,...,d} | Z; = Z}. Para cada Z € Uy,
definimos Az ={j € {1,...,s}| éj =Z}.

Paso 1: Denotemos, para cada j € {1,...,d}, Z;‘ = Z; y para cada
je{d+1,...,d+s}, 25 = gj—d' Entonces, si existen j,k € {1,...,d+ s}
distintos tales que Z7 N Zp ¢ U, el algoritmo devuelve F = NO y termina.
Paso 2: Para todos j € {1,...,s} yk € {1,...,d} tales que Zvj C Z, si
gj g }?k entonces el algoritmo devuelve F' = NO y termina.

Paso 3: Para todos j, k € {1,... s} tales que Z~j - Z~k., st no existel € Agj
tal que (Al)gj = (Ak)gj entonces el algoritmo devuelve F' = NO y termina.

Paso 4: Para todos j, k € {1,... ,d} tales que Z; C Zj, y Z; Z~k, st existe
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i € Z; tal que hj; # 0 y hy; = 0 entonces el algoritmo devuelve F' = NO y

hi. iy hi.iq

termina. En caso contrario, si existen i1,i2 € Z;\Z; tales que

hiay 7 P
entonces el algoritmo devuelve F' = NO y termina. " "
Paso 5: Para todos j, k € {1,...,d} tales que Z2; C Z, y Z; € Z, si mo
eziste | € Az, tal que 2.3.20 aplicado a (Ng)z;, (hj)z;, (N)z, devuelve SI,
entonces el algoritmo termina y devuelve FF = NO. B

Paso 6: Para todos j € {1,...,d}, k€ {1,... s} tales que Z; C Z, si no
existe | € Az, tal que 2.3.20 aplicado a (Ag)z;, (h))z;, (N)z,; devuelve ST,
entonces el algoritmo termina y devuelve FF' = NO. B
Paso 7: Para todo j € A, si no existe k € {1,... ,d} tal que Zj, = Z; y el
Algoritmo 2.3.20 aplicado a ((A;)z,, (hy)z,, (Ar)z,) devuelve SI, entonces
el algoritmo devuelve F' = NO y termina.

Paso 8: i existe Z € Uy tal que el Algoritmo 2.3.11 aplicado a ({(h;)z | j €
Az} ANz | € Az}) devuelve O, entonces el algoritmo devuelve F = NO
y termina.

Paso 9: Si existe Z € Us tal que el Algoritmo 2.3.18 aplicado al conjunto
C={()\)z|je€ Az}) devuelve ), entonces el algoritmo devuelve F' = NO
y termina.

Paso 10: El algoritmo devuelve F' = S1.

Teorema 2.3.23 Sea C = C1 U...UCy una curva union de curvas mono-
miales irreducibles. Consideremos, para cada j € {1,...,d}, los vectores
(@j,gj) que definen una parametrizacion monomial de C;. Entonces el Al-
goritmo 2.8.22 aplicado a ({h;}9_1, {}; ?:1) devuelve F' = SI si y solo si C

j:la
es monomial.

Dem. C es monomial si y s6lo si se cumplen las condiciones DO, D1, D2 y D3
del Teorema 2.2.33, y tras los Teoremas 2.3.12, 2.3.19 y 2.3.21, es evidente
que dichas condiciones se cumplen si y sélo si la salida del algoritmo es
F = ST (el paso 7 controla DO, los pasos 8 y 9 controlan D1, el 1 controla
D2y 6,4,5,3 y 2 controlan D3).

O

Nota 2.3.24 Una pequena modificacién del Algoritmo 2.3.22, nos permite
hacer que la salida, caso de ser la curva monomial, fuese la descomposicién
celular I = NIz de I (Proposicién 1.5.7).
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2.4 Apéndice: Curvas monomiales en una célula

En esta seccién vamos a profundizar, basandonos en el Teorema 2.2.21, en
el estudio de las curvas monomiales en una célula. Veremos cuéntas hay y
como se pueden construir.

Sea C'=C7 U...UC; una curva monomial en una célula, es decir, para
todo j, Z; = {1,...,n} e Z(C) = I (p). Sean di,...,d,—1 los factores
invariantes de la extensién L, C Sat L,,.

Recordemos que el Teorema 2.2.21 asegura que si B := {m;,... ,m,,_;}
es una base de diagonalizacion de la extensién (es decir, una base de Sat L,
tal que {dimy,... ,dp—1m,,_} esbasede L,) y si A ={&,... ,&n—1} es un
conjunto de raices de la unidad, donde &; es un raiz primitiva d;-ésima de la
unidad, entonces la aplicacién

Bi{l,....d} — Z/(di) X ...xZ/(dnr)
j — (jl?"'7jn—1)7

siendo

(M)mi _en, Vi€{ln-1}

N vie{l,...,d}

es una biyeccién.

La biyeccién 3 lo que hace, esencialmente, es reordenar las componentes
Ci,...,Cy para tener informacién directa sobre sus coeficientes. Asi, si
denotamos por Cj,, . j, , a la componente Cg-1(j, . )y por A
a su vector de coeficientes, entonces,

(AJJ)’”: i Vief{l...,n—1}
Ao,... 0 C YL, gne1) €Z)(dy) X . X Z)(dpq)

Obviamente, 3, y por tanto la ordenacién de C14,...,Cy, dependen de
la eleccion de las raices de la unidad, y de la base B. También de la eleccién
de una componente “origen”, pues hemos elegido 3 con 3(1) = (0,...,0) de
forma arbitraria, y de la misma forma se podria construir 8 con la condicién

ﬁ i :fji
A v

donde k es cualquier indice previamente fijado. De esta forma, la compo-
nente Cp, . o seria Cf.

yeee 7]‘77,71

Veamos en primer lugar, como varia 3 al variar el origen, las raices de
la unidad y la base elegida.
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Proposicién 2.4.1 Fijemos el conjunto A = {&1,... ,&,—1}, donde &; es
una raiz primitiva d;-ésima de la unidad, y una base de diagonalizacion de la
extension L, C Sat L,, B = {my,... ,m,_}. Denotemos por {Cj, . ; .}
a la ordenacion de las componentes que se obtiene usando como origen Cq,
y por {5j1,...,jn71} la que se se obtiene usando como origen Cy. En esta
situacion, st Co,.. o = @ﬂ k,_, entonces Cj . . | = ~j1+k1:-~-7jn71+kn71

)

para todo (ji,... ,Jn—1) € Z/(d1) X ... X Z/(dp—1).

Dem. Si Cy, .. o= Cy,,... k, ., se cumple

<A1>l —¢hovie{l,... ,n—1}.
Ak

Sea (j1,... ,jn-1) € Z/(d1) X ... X Z/(dp—1) y supongamos C; = Cj, i ..
Entonces,

(Aﬂ)m = (Ai)m =gt vie {1, ,n—1},

()

luego Cjy gy = Chiky, g1 tbin 1 -

A partir de ahora, fijaremos como origen la componente Cf.

Proposicion 2.4.2 Consideremos una base de diagonalizacion de la ex-
tension L, C Sat L,, B = {my,... ,m,_1}. Denotemos por {Cj, . j._.}
a la ordenacion de las componentes que se obtiene usando como raices de la
unidad A = {&1,... ,&n—1}, y por {Cy, ... 4.} ala que se se obtiene usando

Ti

como raices de la unidad A = {51, ooy &no1}. En esta situacion, si EZ =

para cada 1 < i < n —1, entonces Cj, ...

(jl,... ,jnfl) S Z/(dl) X ... X Z/(dnfl)

Dem. Dado (ji,...,jn-1) € Z/(d1) X ... X Z/(dn—-1), sea j tal que C; =
Cji.... jn_r- Como paracadai € {1,... ,n—1}, § =& (con m.c.d.(73,d;) =
1), entonces

vin—1 = Criji, ra_1jn—1 Para todo

y lev“wjnfl = C”'ljlrn,rnfljnfl'
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O

Sea & una raiz primitiva d,_1-ésima de la unidad, y para cada 1 < i <

dn_1
n — 1 definamos & = £ 4 . Entonces, & es una raiz primitiva d;-ésima de
la unidad y sii < h

Definamos A = {&1,... ,&n—1}-

Proposiciéon 2.4.3 Consideremos el conjunto de raices de la unidad A =

{&,..., &u—1} que acabamos de definir. Denotemos por {Cj, . . .} ala
ordenacion de las componentes que se obtiene usando la base de diago-
nalizacion B = {my,... ,m,_1}, y por {éjh...,jnq} la que se se obtiene
segin la base de diagonalizacion B = {n4,...,n,_1}. Escribamos, para
cada 1 < i < n-—-1, dm;, = Zz;% bindnny,, y consideremos la matriz
B = (bin)ip-_ i para (ji, ... yJn-1) € ZN/(dl) X ...X Z/(dn-1), se tiene
Cirjint = C}lw-,}n—l’ entonces (31, .. ,jn-1) = (j1, -+ jn_1)B7L.

Dem. Como By B son bases del mismo reticulo, Sat L,, entonces, para
todo i, m; = ZZ;% a;pny,. Pero como d;m; = ZZ;} bindpny,, se tiene d;a;p, =
bindp, v, si i > h entonces d;/b;pd,.

Teniendo en cuenta estas consideraciones se tiene,

dfh bih
(fff") = sii<h

Qih __
5h - bindp

bizfih % d be
g =& =& sii>h .

Sea (J1s-- s Jn-1) €EZ/(d1) X ... x Z[(dyp—1) ysea jcon C; =Cj, 5 | =

~ ~ . 111
Jls---5In—1 CO o

m, n—1 a;pny, n—1 _ n—1 _ B ~
Ji _ é _ H é _ H gjhaih _ H gbihjh _ 522; bingn
i Y - Y - h - % S )
=l h=1 \=1 h=1 h=1

entonces (j1,--. 5 jn-1) = (j1s--- »jn1)B7L.
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O

Nos planteamos ahora el problema de la construccién de curvas con ideal
asociado de la forma I (p) tales que d sea el nimero de componentes, n el
ntmero de coordenadas, h el vector de exponentes. Fijemos una compo-
nente, que denotaremos por C7, parametrizable por (A, k). En este sentido
contestaremos a las preguntas: ;existen curvas con estas condiciones? De
ser asi, jcuantas hay?, jcémo construirlas?

Proposicion 2.4.4 Sean C y C dos curvas monomiales en A"(k) con d
componentes irreducibles, todas ellas con vector de exponentes asociado, h.
Sean L, y Ep los reticulos asociados a C' y a C respectivamente (Definicion
2.2.18). Silos factores invariantes de las extensiones L, C (h)* y Ep C (bt
son distintos entonces C # C.

Dem. Obvio pues si C' = 6, entonces L, = Ep (pues los reticulos sélo
dependen de la curva), luego las extensiones son la misma.

0

Asi pues, fijaremos también la factorizacion d =dy ---dy,—1 con dy/ .../
dp—_1-

Proposicion 2.4.5 Sean n > 1, d € (Zso)", h € (Z>o)", A € ()", y
d=dy--dy_1 condy/.../dn—1. Entonces existe una curva monomial C
en A"(k) con d componentes irreducibles, una de las cuales es Cy, cuyo ideal

asociado es de la forma I (p), con Sat L, = (h)* y los factores invariantes
diy... ,dp_1.

Dem. Sea B = {my,...,m,_1} una base de (h)* y sea L, el reticulo
generado por {dym;, ..., d,—1m,,_;}. Elijamos un conjunto de raices primi-
tivas de la unidad, A = {{1,... ,&,—1}. Entonces, para todo (ji,... ,jn-1) €
Z/(dy) x ... x Z/(dn-1), por el teorema de los ceros de Hilbert, podemos

elegir A, . € (k*)" tal que

<ﬂ1’~~~;n1> — ¢l Vie{l,...,n—1} .

Denotemos por Cj, ... j,_, la curva monomial irreducible con parametriza-
cién dada por los vectores (h,A; . )y consideremos la curva C' =
oo fin—

UC},.,... jn_.- Por el Teorema 2.2.21, C' es una curva monomial en una célula,
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con reticulo asociado L,. Ademds, su componente Cy, .. o es C1 y B es base
de diagonalizacién de la extensién L, C Sat L, = (h)*.
O

Nota 2.4.6 En la construccién anterior, la curva Cj, . j,_, no depende de
la eleccién de A . pues de la condicion
J15-5In—1

by X m; .
(Jl)\]nl) =& vie{l,...,n—1}
se determina de forma tnica p;, .. ., (Por pj,.. j._,(m) = Ajl,“,,jn,lm) y
por tanto Iy (pji,... jo_1)-

De hecho, podemos dar un algoritmo para el calculo de \; . | para
cada (j1,...,Jn-1) € Z/(d1) X ... X Z/(dp-1), y, como consecuencia, otro
para la construccién de la curva calculada en la Proposicién 2.4.5.

Algoritmo 2.4.7

Input: {m,...,m.},{7,...,%} C k¥ donde S es un conjunto libre de
z".

Output: F = {\} C (k*)".

Paso 1: Ampliamos el conjunto S hasta obtener una base de Z™, {my, ... ,
My }-

Paso 2: Construimos la matriz M cuyas columnas son los vectores {m, ...,
m,} y sea

ayy - am
A=M"1=
A1n - Gpp
Paso 3: Para cada i € {1,... ,n} construimos \; := ﬁ ’y;ji. El algoritmo
devuelve F = X donde A = (A1,... , \p). =
Teorema 2.4.8 Sean S = {my,... ,m,} un conjunto libre de vectores de

Z"yT ={m,... %} Ck*. Consideremos el reticulo L, = ({m,... ,m,})
C Z™ y el cardcter p : L, — k* dado por p(m;) = ~; para todo i. Entonces
el Algoritmo 2.4.7 aplicado a (S,T') devuelve un vector A € V(I(p)).

Dem. Consideremos el vector A obtenido en el Algoritmo 2.4.7. Para todo
je{l,... ,n—1} se tiene

r mgq r .
N = H (kl_[ 7}6{%) _ ’}_[ %Zi:l akimji
=1 ~1

n
1=1
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Teniendo en cuenta que M es la matriz que tiene por columnas los vectores
{my,...,m,},y M = A~! se obtiene \™% = V-

O
Algoritmo 2.4.9
Input: h € (Z>0)", A\ € ()" yd € Zso
Output: F'={\,...,\;}, donde \; € (K*)"
Paso 1: Aplicamos el Algoritmo 2.3.1 al vector h. Sea {my,... ,m,_,} el
conjunto de vectores obtenido.
Paso 2: Elegimos enteros dy, ... ,dy—1 tales que d =dy - - -dn—1 y un vector
A€ (k9"
Paso 3: Para cada i € {1,...,n — 1} escogemos una raiz primitiva d;-

ésima de la unidad, &. Fijamos una biyeccion (8 : {1,... ,d} — Z/(dy) %
oo X Z/(dp—-1) tal que (1) = (0,...,0). Denotemos 3(j) = (j1,--- »Jn-1),
para todo j € {1,... ,d}.

Paso 4: Para cada j € {2,...,d}:

(a) Se construye, para cada i € {1,... ,n—1}, v = gz@%

(b) Aplicamos el Algoritmo 2.4.7 al par ({mq,... ,m,_1}, {71, ,m-1})-
Sea Aj el vector obtenido.

Paso 5: El algoritmo devuelve F' = {\;,... , Ay} y termina.

Teorema 2.4.10 Sean h € (Z>0)" no nulo, \; € (*)", d € Z>o y {Ay,- ..,
Ay} el conjunto de vectores obtenido al aplicar el Algoritmo 2.4.9 a (h, A, d).
Consideremos, para cada j € {1,...,d}, la curva monomial irreducible C;
con parametrizacion dada por el par de vectores (h, Aj). Entonces la curva
C:=C1U...UCy es monomial.

Dem. Sea {m;,...,m,_;} el conjunto de vectores obtenido al aplicar el
Algoritmo 2.3.1 al vector h y consideremos el conjunto {\,... ,A;} como en
el enunciado. Entonces, si d = dy - --d,_1 es la factorizacién utilizada en el
Algoritmo 2.4.9 aplicado a (h, A, d), se tiene que, para todo i € {1,... ,n—

1},

(M) = (M) 5, V) € {2, ,d}.
Por lo tanto, la curva C', definida en el enunciado, cumple las condiciones
del Teorema 2.2.21, luego es monomial.

O
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Ejemplo 2.4.11 Supongamos que queremos construir una curva monomial
con 8 componentes, en un espacio de dimension 3, y con vector de exponentes
h = (1,2,3). Siguiendo los pasos del Algoritmo 2.4.9, escogemos una factori-
zacién 8 = 2 -4 y un vector \; = (1,1,1) € (k*)3. Utilizando el Algoritmo
2.3.1, calculamos una base de (h)*, {m; = (~2,1,0},my = (3,-3,1)}, y
utilizando el algoritmo de Euclides calculamos ms = (2, —2,1) que cumple
mg h = 1, entonces {m;, my, ms} es base de Z3. Como en el Algoritmo 2.4.7,
construimos

-2 3 2
M = 1 -3 -2
0o 1 1
y calculamos
-1 -1 0
A=M1=| -1 -2 -2
1 2 3
Fijamos &1 = —1 y & = I y consideramos la biyeccién,

B:{l....8) — Z/(d) x Z/(dy)
i — (1 72)
donde j; y jo son el cociente y el resto de la divisién de 7 — 1 por 4. La
biyeccién # cumple 3(1) = (0,...,0).
Para cada j € {2,... ,n} calculamos 7, = {1, Yo = %2 y A= (e

Y2522 4113 5%). Asi obtenemos:

Qo= (L=b=l) (L 11) A= (1,-1,1)

A3 = <_17171) o .
A4 = (I7 -1, —1) A6 N ( L1, 1) AS - (I7 1, 1) :
Por lo tanto, si consideramos la curva C' = C; U ... U Cg donde
ClE y:tZ CZE y:_1t2 CgE y:tZ 045 y:_th
z =1t 7= —1t3 =3 = —1#3
x = —1t r=—Jt T =1t T = It
z =t z =1t z =13 2= —1¢3

resulta que C' es monomial (Teorema 2.4.10). Ademés Z(C') = I+ (p) donde
L, =((—4,2,0),(12,-12,1)) (Teorema 2.2.21) y p(m) = 1 para todo m €
L, (Proposicién 2.2.17).
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Volvamos a la cuestiéon de cuantas curvas diferentes se construyen por
el proceso anterior. La construccién de la Proposicién 2.4.5 depende de
la eleccién de un conjunto de raices de la unidad, A, y de una base de
diagonalizacion, B. Veamos qué ocurre cuando cambiamos By A.

Proposicion 2.4.12 Consideremos dos conjuntos de raices de la unidad
A=1{&, ... &t yA=1{&, ... &1}, y una base de (h)*, B={m,...,
m,_1}. Entonces las curvas monomiales obtenidas en la Proposicion 2.4.5

para A, B y para INX, B son la misma.

Dem. Para cada i € {1,...,n — 1} existe 7; con 0 < r; < d; — 1 tal que
& = ¢, Por lo tanto, para todo (ji,. .., jn—1), si denotamos por Cj, .,

la componente obtenida para A, B, y por Cj, . la componente obtenida

. 7jn71

X =
TILseJn—l = gﬁ = g”ji
)\ T 5 TN ’

luego Cj,.... 1 = Criji,... rn_1jn_ de donde se deduce el resultado.

para A, B, entonces

(I
Proposicién 2.4.13 Consideremos dos bases de (h)*-, B = {my, ... ,m, 1}
y B ={ny,...,n,_1}. Sea (ai;)i; la matriz de cambio de base de B a B.

Entonces las curvas monomiales obtenidas en la Proposicion 2.4.5 para B y
para B son la misma si y sélo si d;/d;a;; para todo 1, j.

Dem. Sea L; el subreticulo de (h)* generado por {dimy,... ,dn_1m,_1}
y sea Lo el generado por {din,...,dn,—1n,_,}. Puesto que los caracteres
quedan determinados por la condicién p(m) = A™ param € L, (Proposicién
2.2.17), las curvas son la misma si y sélo si Ly = Lo. Si L1 = Ly debe existir
una matriz (b;j);; con coeficientes enteros tal que d;ym; = Zy:_ll bijdin;, y

715
S _ diagj
por tanto, puesto que ademés m; = ijl aignj, bij = 7
J
, . d;a;; L.
Reciprocamente, si se define b;; = yi entonces es facil comprobar

J
que det(b;j)i;j = det(ai;)ij, y evidentemente d;m; = Z;:ll bijdjn;, luego
Ly = Lo.
([
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Teorema 2.4.14 Sean n > 1, d € Zso, h € (Z>9)", A € (K*)", yd =
dy---dp—1 condy/.../dp—1. Fijemos una curva mnoomial irreducible C1.
Entonces existe una curva monomial C en A"™(k) con d componentes, una
de las cuales es Cy, y cuyo ideal asociado es de la forma I (p) tal que
Sat L, = (h)* ySat L,/L, 2 7Z/(d1)®...®Z/(dn—1). Dos de tales curvas,
I (p1), I+(p2) son iguales si y solo si Ly, = L, .

Dem. La existencia es debida a la Proposicion 2.4.5. Ademas, en las condi-
ciones del enunciado, una vez determinado el reticulo, el cardcter parcial p
también lo estd, ya que p(m) = A™ para todo m € L, (Proposicién 2.2.17).

O



Capitulo 3

Curvas monomiales y
campos de Euler

Es un resultado conocido que la existencia de un campo de Euler (tipo
especial de k-derivacién) tangente a una curva irreducible se corresponde,
en cierto sentido, con la propiedad de binomialidad del su ideal asociado. Por
otro lado, en el capitulo anterior hemos establecido, bajo ciertas condiciones,
una equivalencia entre ideales binomiales y curvas monomiales. Cabe por
tanto pensar en la posibilidad de una relacién entre la existencia de un campo
de Euler tangente a una curva C' y su caradcter monomial. El objetivo de
este capitulo es estudiar esta posible relacion.

3.1 Ideales y derivaciones

Para comenzar recordaremos algunos resultados clasicos sobre el anillo de
las k-derivaciones.

Sea k un cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica cero, y de-
notemos por A o bien a k[X], el anillo de polinomios en n indeterminadas
con coeficientes en k, o bien a k[[X]], el anillo de series en n indeterminadas
con coeficientes en k, o bien el cuerpo de fracciones de cualquiera de los dos
casos.

Definicién 3.1.1 Una k-derivacion sobre el anillo A es una aplicacion k-
lineal 6 : A — A que cumple la regla de Leibnitz,

6(fg) = fo(9) + 90(f), para todos f,g € A.

105



106 CAPITULO 3. CURVAS MONOMIALES Y CAMPOS DE EULER

Denotaremos por Derg(A, A) al A-médulo libre de las k-derivaciones
sobre A. Paracadai € {1,...,n}, la derivada parcial respecto de la variable
Xi, aixi, es una k-derivacién de A. De hecho Dery(A, A) = B}, Aaixi‘ Es

decir, cualquier derivacién § se puede escribir de forma tinica como

~., 0
6= gng
con f; € A para todo i (de hecho, f; = §(X;)).

Definicion 3.1.2

1. Dado I C A, diremos que una k-derivacion de A, 0, es tangente a I
st se cumple 6(I1) C 1.

2. Sea V C A™(k) una variedad algebraica y sea I = Z(V). Diremos que
una k-derivacion 0 es tangente a 'V si se cumple que 6(I) C 1.

Es decir, ¢ es tangente a V si ¢ induce una k-derivacion en el anillo de
coordenadas de la variedad. La condicion de tangencia se puede expresar en
términos de los primos asociados, como se ve en la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.3 Sea I un ideal radical del anillo A y sea {P1,...,Pai}
el conjunto de sus primos asociados. Si § € Derg(A, A), entonces 6(I) C
I < §(P;) C Pj, para todo j € {1,... ,d}.

Dem. Puesto que I = Py N ... N Py, es evidente que si §(P;) C P; para
todo j € {1,...,d}, entonces 6(I) C I. Reciprocamente, supongamos que
J es tangente a I. Fijemos un indice j € {1,... ,d} y consideremos f € P;.
Como I es radical, si k # j entonces Pj, € P;, luego existe gi € Py, tal que
gr ¢ Pj. Consideremos f ][], 2; 9k € 1. Aplicando la regla de Leibnitz, se
tiene,

S\ fITon ) =0HTon+ro{]]ox|ectcPs
k#j k#j k#j

entonces 0(f) [[;.; 9« € P; luego 6(f) € P; ya que P; es un ideal primo.
Por tanto, ¢ es tangente a P;.
[l
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Corolario 3.1.4 Se consideran una variedad algebraica ¥V C A"(k), y una
k-derivacion de k[X], §. Entonces ¢ es tangente a'V si y sdlo si es tangente
a todas sus componentes irreducibles.

A partir de ahora consideraremos sélo una clase especial de k-derivaciones,
los denominados campos de Euler.

Definicién 3.1.5 Diremos que una k-derivacion § sobre A es un campo de
FEuler si existen nimeros enteros aq, ... ,a, tales que

= 0

En este caso, llamaremos vector de coeficientes del campo & al vector con
coordenadas enteras, a = (a1, ... ,ay).

Veamos el significado geométrico que tiene la existencia de un campo de
Euler tangente a una curva.

Proposicién 3.1.6 Dadas series x1, ... ,xy € k[[t]] conord(x;) > 0, conside-
remos el homomorfismo de k-dlgebras

¢ k[ X1, ..., Xn]] — K[[t]
Xi [ — xl(t) ’

y sea I := ker(¢). Sid =7, aiXi% es una derivacion sobre k[[X]], con
a; € 7 para todo v, entonces son equivalentes:

1. Eziste h(t) € k[[t]] tal que (a1x1(t), ... ,anzn(t)) = h(t)(E1(t), ... ,Tn(t))
(donde 2;(t) = %(xz(t)))

2. §(I)C I.
Dem. Como ker(¢) = I, se tiene, a partir de ¢, una inyeccién,
i K[[X]]/T — K[[]]

que prolongada al cuerpo de fracciones, nos proporciona la extension de
cuerpos,

i: Fr(k[[X]]/I) — k((t)).

Ademas, dicha extensién resulta separable, pues k tiene caracteristica cero.
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Veamos primero 2 = 1. Supongamos, por lo tanto, que ¢ es un campo de
Euler tangente a I. Como 0(I) C I, la derivacién § induce una derivacién &
sobre k[[X]]/I, que se extiende (utilizando la regla de derivacién del cociente)
a una derivacién sobre el cuerpo de fracciones Fr(k[[X]]/I),

§ : Fr(k[[X])/1) — Fr(k[[X]]/1).
Como la extension i : Fr(k[[X]]/I) — k((t)) es separable, & se puede pro-

longar a k((t)) (Lema 16.15 [Eis]), es decir, existe una k-derivacién 9 sobre
k((t)), haciendo el siguiente diagrama conmutativo:

i

Fr(k[X]]/T) = k()
5 )
Fr(k[[X))/I) < k((t)

Ademds, debido a que 0 es una derivacion sobre k((t)), existe h(t) € k((t))
tal que 0 = h(t)%. Por lo tanto, para cada i € {1,... ,n} se tiene:

h(t)ii(t) = 0(x(t)) = 6(i(X; + 1)) = i(6(X; + 1)) =

En particular, ord(h(t)) > 0 y por tanto h(t) € k[[t]] y se tiene 1.

Reciprocamente, supongamos que existe h(t) € k[[t]] cumpliendo

(@121 (8), .. s anzn(t)) = h(E)(@1(1), ..., in(t)).

Se define sobre k[[t]] la derivacién § = h(t)%, y se considera la composicién
d o i, donde i es la inclusién de k[[X]]/I en k[[t]]. Entonces, para cada
f € k[[X]], se tiene

doi(f+1)=0(f(x1(t),...,za(t)) = Zmi(t))ax (z1(), ..., zn(t))
i=1 ¢

= Y B A (0), (1)
=1 v
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Por tanto, dada una serie f € k[[X]], se tiene que
= 0
i(6(f)+1) = i(; ain-a)‘g +1)=
n 8f _
= Zaiwi(t)ﬁ(fvl(t)? s an(t)) =d0d(f +1).
i=1 '

Entonces, si f € I se tiene i(6(f) + 1) = 0 y por tanto 6(f) € I. Es decir,
5(I)C 1.
(]

3.2 Campos de Euler y curvas monomiales irre-
ducibles

En esta seccion veremos que la existencia de un campo de Euler tangente
a una curva irreducible C' implica el cardcter monomial de dicha curva.
Maids atn, en el resultado central de la seccién obtendremos, bajo ciertas
condiciones, una equivalencia entre las curvas monomiales irreducibles y las
curvas irreducibles que admiten un campo de Euler tangente.

Sea C una curva monomial irreducible con parametrizacién

Ir = )\1th1

C

Ty = Apthn

dada por los vectores (h, A), y célula asociada Z = {i € {1,... ,n} | \; # 0}.
Como vimos en la Proposicién 2.1.6, el vector hz (resultado de la restriccién
de h a las coordenadas en Z), es unico si se impone la condicién m.c.d.{h; |
i € Z} = 1. Ademsds, los exponentes correspondientes a indices i ¢ Z
pueden tomar cualquier valor, hecho que expresamos escribiendo h; = oo
(Notacién 2.1.8). Con esta notacién, el vector h € (Z>o U {oco})™ asociado

a C es Unico, y considerando el conjunto de indices Z = {i € Z | h; = 0} se
tiene:

1. ZcZ
2. hi=0icZ

3. hiZOO<=>i¢Z
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El vector de coeficientes A si depende de la parametrizacién elegida, sin
embargo no va a intervenir en el problema de la existencia de campo de
FEuler. Veamos que toda curva monomial irreducible admite un campo
de Euler tangente, cuya construccién depende del vector exponentes de la
parametrizacion.

Definicién 3.2.1 Dados a,b € (Z U {oo})", diremos que a y b son propor-
citonales en la interseccion, y lo denotaremos a L b, si existen enteros p,q
con (p,q) # (0,0) de forma que pa; = gb; para todo i tal que a;,b; € Z.

Proposicion 3.2.2 Sea C' una curva monomial irreducible, con célula aso-
n

ciada Z y vector de exponentes h. Sea 0 el campo de Euler 6 = ) aiXi%.
i=1 ¢
Son equivalentes:

(a) 6 es tangente a la curva C.

(b) Los vectores a y h son proporcionales en la interseccion, a L h (es
decir, puesto que a € Z"™, son proporcionales en las coordenadas que
estin en Z ).

Dem. Sea I C k[X] el ideal asociado a la curva C. Entonces I es bino-
mial y existe un caracter parcial p definido sobre L,, subreticulo de /S
con I =1I.(p)+ ({X;|i¢ Z}) (Proposicién 2.1.6), donde Iy(p) C k[Z].
Consideremos un campo de Euler sobre k[X], 6 = Y 1" | aiXiaiXi' Como
6(X;) = a;X;, entonces §(X;) € I sii ¢ Z, cualquiera que sea a;. Por tanto,
d es tangente a I siy sélosi §(Iy(p)) C I4(p), siendod =3, aiXiaiXi‘ Es
decir, esta propiedad es independiente del valor que toman los coeficientes
para indices que no estén en Z.

Por comodidad en la notacién, supongamos que Z = {1,... ,n} y por
tanto I = I (p). Hagamos actuar el campo 0 sobre el sistema de generadores
de Iy (p), {X™+ = p(m) X"~ [ m € Ly}

0

o, (X,

n a n
5 (X" — p(m)X™-) = a; X5 (X)) = p(m) > aiX;
i=1 v i=1

Denotando P = {i | m; >0} y N = {j | m; <0}, podemos escribir
0

P = plm)X) = 3 e (0 = pm) 30y, (0)
ieP ¢ jEN
= (Q_ami) X — p(m)(Y ajmy) X
icP JEN

= am X" —p(m)am_X"-,
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polinomio que pertenece a I = I (p) si y s6lo si se cumple am, = am_
(Teorema 1.3.5). Por lo tanto § es tangente a I si y s6lo si am = 0 para
todo m € L,. Pero sabemos que L, = (h)*, luego & es tangente a I siy
sélo si a es cualquiera de los vectores con coordenadas enteras que estan en
la recta que define el vector h.

O

Corolario 3.2.3 Toda curva monomial irreducible admite un campo de Fu-
ler tangente con todos sus coeficientes no negativos.

Dem. En efecto, sea h el vector de exponentes de la curva. Definimos
a; = h; cuando ¢ € Z y asignamos a a; cualquier entero no negativo, cuando
i ¢ Z. Entonces el campo de Euler § = )", a,-XiaiXi es, por la proposicién
anterior, tangente a C.

O

Nota 3.2.4 Puesto que para todo ¢ ¢ Z, a; puede tomar cualquier valor
entero, en lo sucesivo consideraremos a € (ZU{oco})", denotando por a; = oo
el hecho de que a; pueda tomar cualquier valor.

Corolario 3.2.5 Sean C una curva monomial irreducible con célula Z vy
vector de exponentes h y 0 un campo de FEuler con vector de coeficientes
a=(ay,...,ay). Sid es tangente a C, entonces para i € Z se tiene a; =0
sty solo sii € Z.

Dem. Inmediata de la Proposicién 3.2.2.
O

También es cierto que la existencia de un campo de Euler con coeficientes
positivos tangente a una curva irreducible C, implica que C' es monomial.
Primero, veamos la demostracion cuando la curva pasa por el origen.

Teorema 3.2.6 Sea I un ideal en el anillo de polinomios k[X], primo, de
altura n — 1 y sea C := V(I) la curva que define I. Supongamos que C
pasa por el origen. En estas condiciones, si existe un campo de Euler § (no
trivial) tangente a la curva irreducible C, entonces C' es monomial.

Dem. Sea I := Ik[[X]], la extensién de I al anillo de series de potencias.
Consideremos la descomposicién primaria del ideal I, I = P1 N ... NPy
(por ser k[X] un G-anillo, z es radical y los primos que aparecen en la
descomposicién primaria de I tienen también altura n — 1, [Mat]). Sea ¢ un
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campo de Euler tangente a I. Puesto que I genera I y 6(1) C I entonces
§(I) C I,y en particular 6(P;) C P; (Proposicién 3.1.3).

Tras una reordenacion de las coordenadas podemos suponer que aj # 0
(el campo de Euler es no trivial). Como k es un cuerpo de caracteristica cero
y Py es un ideal de k[[X]] primo y de altura n — 1, entonces si denotamos
por Cp a la curva algebroide que define P;, existe una parametrizacion de
Puiseux para C1,

Tl = thl
— ha+i
Cr=1{ T2= izt

)

con h; > 0 (es decir, P; es el nicleo del homomorfismo ¢ : k[[X]] — k[[t]]
dado por ¢(f) = f(x1(t),... ,xn(t))).

Supongamos que esta parametrizaciéon no es monomial. Salvo reorde-
nacién, podemos suponer que A9 # 0 y existe m > 0 tal que A\, # 0. Sea m
el primero en estas condiciones.

Como el campo de Euler 0 es tangente a la curva Cy, si a = (a,... ,ay,)
es el vector de coeficientes de d, entonces el vector (a1x1(t), ... ,anzy(t)) estd
en la direccién del vector tangente a la curva (#1(t),... ,4,(t)) (Proposicién

3.1.6). Es decir, existe h(t) € k[[t]] tal que

(@121(8), .., anzn(t)) = h(E)(@1(t), 22(L), ... , n(t)).

En particular, igualando las primeras coordenadas de estos vectores se tiene
artht = h(t)hit" =1, luego h(t) = jirt. Si ahora igualamos las segundas
coordenadas resulta

ag(Noth? + Apth2t™m 4 ) = %t(hQ)\othQ_l + (hg +m)Apti2tm=t 4 ),
1

y por lo tanto

a2)\0 = %hg)\o
a2 Ay, = ,%(hz +m) A, -

Ademads Ao, A, # 0 y por tanto

ay ay
Apy =12

h
I h1(2+m)

luego ho = ho +m, lo cual es absurdo. Asi pues, la parametrizacién dada es
monomial.
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Ahora, obviamente P; N k[X1,... ,X,] es el niicleo de la aplicacién

¢ : k[X17 7Xn} - k[t]
Xi — a:z(t) ’

luego es el ideal de la curva monomial

r1 =1 (t)

Ty = xp(t)

Como I C P; NE[X], y se trata de dos ideales primos de altura n — 1,
entonces son iguales y la curva C' es monomial.

O

Nota 3.2.7 El resultado anterior es valido cuando el campo de Euler es no
trivial, ya que la derivacién trivial es tangente a cualquier ideal. De aqui en
adelante consideraremos derivaciones no triviales, aunque no se especifique.

Como acabamos de ver, toda curva irreducible que pase por el origen y
admita un campo de Euler tangente es una curva monomial. Para demostrar
el resultado sin la condicién de que la curva pase por el origen, necesitamos
asegurarnos la existencia de un punto que nos permita un cambio de coor-
denadas que conserve el caracter monomial de la curva.

Lema 3.2.8 Sea § = > " aiXi% un campo de Euler con todos los coe-
ficientes positivos. Si § es tangente a I C k[X], entonces existe un punto
P = (pi1,...,pn) en la variedad que define I, cumpliendo p; =0 si a; # 0.

Dem. El enunciado asegura la existencia de un elemento P € V(I) N
V(({X; | a; # 0})), luego basta probar que I + ({X; | a; # 0}) # k[X].
Supongamos que no fuera asf; entonces existirian f € I'y g € ({X; | a; # 0})
tales que 1 = f 4+ g.

Fijamos un orden monomial < en k[X], y de todas las expresiones del
tipo 1 = f + g en las condiciones de antes, elegimos una tal que LM(g)
sea minimo para el orden <. Tras una reordenacién de las indeterminadas,
podemos suponer que los indices correspondientes a coeficientes no nulos en
d son los s primeros (s < n). Si denotamos por ji,...,Jj, los exponentes
del monomio LM(g), entonces el elemento A = >~} _; axji es no nulo, ya que
ar > 0 para todo k € {1,...,s} y g € ({X; |1 <i < s}). Para este valor
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de A se tiene LM(g — 0(g/A)) < LM(g) y g — d(g/N) € ({Xi | a; # 0}). Se
construye el polinomio f — §(f/)), que, puesto que 6(I) C I, cumple

f=o(f/N) el

y ademas, puesto que 1 = f + g,
L= (f=38(f/N)+ (g —=5(g/)

lo cual va en contra de lo que habiamos supuesto.
O

Proposicién 3.2.9 Sea I un ideal de k[X] primo y de alturan—1. Si existe
un campo de Euler § = > 1" | aiXiaiXi tangente a I con todos sus coeficientes
no negativos, entonces la curva irreducible C :=V(I) es monomial.

Dem. Por el Lema 3.2.8 sabemos que existe un punto P = (p1, ... ,pn) que
pertenece a C N V({X; | a; # 0}). Consideremos el cambio de coordenadas
dado por Y; = X; — p; para todo i € {1,...,n}, que translada el punto P al
origen. Denotamos por 0* al campo de Euler > 7" | aiYiaiYi’ por I* al ideal
que resulta de aplicarle a I el cambio de coordenadas y por C* la curva
obtenida al aplicarle el cambio a C. Entonces ¢* es tangente a I*, pues
si f = th,“-,inXil c. Xf]" y f* = E fil,'",in(Yl _|_p1)i1 e (Yn —i—pn)i", al
hacer actuar el campo de Euler §* sobre el polinomio f*, resulta

. d . ,
5 (f*) = Z it sin Zajyjaiyj((yl +p) (Y, )™ =
j=1

n

= fivein Y0V p) (Y4 p) T (Yo )
j=1

n
(a;#0=p;=0) . ; ;
R > " fireein > 150;(Y1 +p1)" . (Yo 4 pa)™
j=1

= D o Yt X7 X =8N
j=1

Por lo tanto, para todo f* € I*, 0*(f*) = [0(f)]* y como f € I entonces
0(f)elyd*(f*) el

Asi pues, I* es el ideal asociado a una curva irreducible que pasa por el
origen y que admite un campo de Euler tangente, 6*. Entonces, aplicando
el Teorema 3.2.6, C* es monomial.
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Consideremos una parametrizacién monomial para dicha curva,

Y1 = )\1th1

C* = .
Yn = )\nth"

Puesto que C* pasa por el origen, h; > 0 para todo ¢ y por el Corolario 3.2.5

se tiene que si A; # 0 entonces a; # 0 y por tanto p; = 0.

Deshaciendo el cambio de coordenadas, obtenemos una parametrizacion
para C|

r1 = Mth +py
C .

9

Tn = )\nthn + Dn

que es monomial pues si A\; = 0 entonces x; = p; y en caso contrario p; = 0
y por tanto z; = \;t".
O

La condicién de que los coeficientes del campo de Euler tangente tengan
todos el mismo signo ha sido necesaria en la demostraciéon del Lema 3.2.8 y
por tanto de la Proposicién 3.2.9. Mas atin, es una condicién imprescindible
para obtener el propio resultado, como se demuestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.10 Consideremos la curva plana C' sobre el cuerpo de los
numeros complejos con ideal asociado I = (XY — 1) y el campo de Euler
o= Xaix — Ya%. Es claro que el campo § es tangente a la curva C. Sin
embargo, aunque el ideal I es binomial, la curva C' no es monomial ya que
falla la condicién de que I sea combinatoriamente finito.

Segun lo que hemos visto podemos establecer una relacién entre campos
de Euler y curvas monomiales irreducibles.

Teorema 3.2.11 Sean I un ideal de k[ X1, ... ,X,] primo y de altura n —1
y C la curva que define 1. Son equivalentes:

1. Eziste un campo de Euler tangente a C' con todos sus coeficientes no
negativos.

2. C es monomial irreducible.

Dem. Consecuencia de la Proposicion 3.2.9 y del Corolario 3.2.3.
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3.3 Campos de Euler y curvas monomiales

La relacién que hemos obtenido entre curvas monomiales irreducibles y cam-
pos de Euler desaparece al intentar extenderla al caso general. Es claro que
la existencia de un campo de Euler, con coeficientes positivos, tangente a
una curva C, implica que todas las componentes de C' son monomiales (con-
secuencia del Corolario 3.1.4 y de la Proposicién 3.2.9). Sin embargo, no
asegura el cardcter monomial de C'. Ademads, existen curvas monomiales
que no admiten campo de Euler tangente con coeficientes positivos, aunque
estas curvas monomiales son detectables mediante un algoritmo.

El objetivo de esta seccion es, dada una curva C' = Cy U ... U Cy, uniéon
de componentes monomiales irreducibles, estudiar cudndo la curva admite
un campo de Euler tangente.

Primero establezcamos las condiciones que tiene que cumplir el vector
de coeficientes de un campo de Euler tangente a una unién de curvas mono-
miales irreducibles.

Proposicion 3.3.1 Consideremos una curva C = C1U...UCy donde cada
C; es una curva monomial irreducible con célula asociada Z; y vector de
exponentes h;. Si 0 es el campo de Euler con vector de coeficientes a, son
equivalentes:

(a) § es tangente a C.

(b) a & h; para todo j € {1,... ,d}.

Dem. Es evidente teniendo en cuenta las Proposiciones 3.1.3 y 3.2.2.
O

Por tanto, la existencia de un campo de Euler tangente a una unién de
curvas monomiales irreducibles no impone ninguna condicién a los vectores
coeficientes de las parametrizaciones monomiales de las curvas, mientras
que las condiciones para que C' sea monomial si afectan a dichos vectores.
Asi, resulta sencillo construir uniones de curvas monomiales irreducibles que
admitan un campo de Euler tangente, incluso con coeficientes positivos, y
que, sin embargo, incumplan las condiciones dadas en el Teorema 2.2.23
para que dichas uniones sean monomiales.

Vamos a ver unos ejemplos en los que existe un campo de Euler tangente
a la curva, pero esta no cumple las distintas condiciones del Teorema 2.2.23.
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Ejemplo 3.3.2 Consideremos la curva plana C' = C U Cs sobre el cuerpo
C, donde

l !
h= (1a2) h= (172)
Al = (17 1) AQ = (272)

La curva C admite un campo de Euler tangente con coeficientes positivos
0=X BAX + 2Yaiy. Sin embargo no cumple la condicién D1 del Teorema
2.2.23 ya que en este caso L = ((—2,1)) (= (1,2))1) y L={m e L | \* =
Agm} = {(—2a,a) | 1 =27292% q € Z} = {(—2a,a) | a = 0} = (0). Luego
|L/L| = oo y C no es monomial.

Ejemplo 3.3.3 Consideremos la curva compleja en el espacio, C' = C1UCy,
donde

z=0 x =t>
ClE y:tQ CQE y:()
z =13 z =10
! !
hy = (00,2,3) hy = (2,00,5)

La célula asociada a la componente C; es Z1 = {2, 3}, mientras que para Cy
resulta Z9 = {1,3}. El campo de Euler § = GX% + 10Y8% + 15Z8% es tan-
gente a C. En efecto, el vector a = (6,10, 15) cumple: a, = (10,15) es pro-
porcional a (hy)z, = (2,3) y az, = (6,15) es proporcional a (hy)z, = (2,5).
Sin embargo, el conjunto U = {21, Z5} no es cerrado para intersecciones, y
por tanto la curva C no es monomial, pues no se cumple la condicién D2
del Teorema 2.2.23.

Ejemplo 3.3.4 Consideremos la curva C' = C U C5 donde,

=t r =2t
Ci=<{ y=t> Cy={ y=2t
z=13 z=0
!
hy =(1,2,3) hy = (1,2, 00)

La célula asociada a la componente C7 es Z; = {1, 2, 3}, mientras que para
Cy resulta Z9 = {1,2}. El campo de Euler 6 = Xa% + QY% + 328% es
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tangente a C'. En efecto, se tiene a, = (1,2,3) = (hy)z, y az, = (1,2) =
(hy)z,. Sin embargo, el punto P = (1,1,1) estd en C' y su proyeccién en la
célula Z5 = {1,2}) no esta. Por lo tanto la condicién D3 del Teorema 2.2.23
no se cumple y C' no es monomial.

Reciprocamente, a pesar de las condiciones tan fuertes que tienen que
cumplir las componentes irreducibles de una curva monomial, tampoco va-
mos a poder asegurar la existencia de un campo Euler tangente en todos los
casos. Sin embargo, la busqueda de contraejemplos no es trivial, pues las
condiciones de las que hablamos estan cerca de lo que se busca.

Sea C' = C1U...UC, una curva monomial y consideremos, para cada j €
{1,... ,d} el vector h; de exponentes de C;. Como vimos en la Proposicién
3.3.1, la existencia o no de un campo de Euler § tangente a una curva
equivale a la existencia de un vector a € (Z>o U {oo})" tal que a O h;
para todo j. Pero como la curva C' con la que trabajamos es monomial,
esta condicion se puede debilitar, segin se ve en el siguiente resultado; que
también explica porqué la condicién D2 no tiene relevancia en cuanto a la

existencia de campos de Euler tangentes.

Proposicion 3.3.5 Sean C = Cy U ... U Cyq una curva monomial y § un
campo de Euler tangente a la componente Cy. Si j € {1,...,d} cumple que
Z; C Zy, entonces 0 también es tangente a la componente C;.

Dem. Sead =) a; X; aixi un campo de Euler tangente a la curva monomial
irreducible C, con vector de exponentes hy,. Por la Proposicién 3.2.2, a Q hy;
es decir, existen enteros «, 3 con («a, 3) # (0,0) de forma que aa; = Bhy; para
todo ¢ € Zj. Denotemos por h; el vector de exponentes de la componente
irreducible C;. Como Z; C Z; y C' es monomial, entonces existe un entero
A no nulo tal que Ahj; = hy,; para todo i € Z; (Nota 2.2.34). Por tanto,
para todo i € Z; se tiene awa; = Shi; = ABhj; siendo (o, AB) # (0,0), luego
alh;.

O

Como acabamos de decir, el problema de la existencia del campo de Euler
tangente a C afecta solamente a los exponentes de las parametrizaciones.
Por ello, a partir de ahora trataremos el problema en términos de los vectores
hy,... hy.

Veamos primero una condicion de proporcionalidad que cumplen los vec-
tores hy,...,h; cuando C' es monomial y que va a ser fundamental en las
siguientes construcciones.
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Proposiciéon 3.3.6 Sea C'=C1U...UCy una curva monomial. Para cada
jeA{l,...,d}, denotemos por h; el vector de exponentes de Cj. Entonces
h; R hy, para cualesquiera j, k € {1,...,d}.

Dem. Como C es una curva monomial, el conjunto {21, ... , Z4, gl, e, gd}
es cerrado para intersecciones. Luego dados j, k € {1,...,d}, existe s €
{1,...,d} cumpliendo que, o bien Z; N Zj, es Z,, o bien es Z,. Entonces,
denotando Z; = Z, cuando Z; N2, = Z,y 2} = ZVS cuando Z; N 2y, = fs,
se tiene que Z; C Z; y Z; C Zj,. Por lo tanto, segtin la Nota 2.2.34, exis-
ten enteros no nulos A, p tales que para todo i € Z; se tiene Ah};, = hj; y
ph%; = hy;, de donde phj; = Ahy; con (A, u) # (0,0), y se tiene h; O hy.

O

Comenzaremos nuestro analisis preguntdndonos qué ocurre en el caso

de curvas por el origen. En este caso, para todo j € {1,...,d}, h; €
(Z>o U{oo})™.
Por lo tanto, en lo que sigue, consideraremos vectores hy, ... ,hy; € (ZsoU

{o0})™. Definamos para cada j € {1,...,d}, el conjunto Z; = {i | hj; €
Zso}. Se tienen los siguientes resultados:

Lema 3.3.7 Sean a,b € (Zso U {oo})", Z4 := {i | a; # oo} y Zp := {i |
b; # oco}. Entonces son equivalentes:

1. a D b.

a
2. Para cualesquiera i,m € Z, N 2} se cumple b—z =7
% m

Dem. Es obvio, teniendo en cuenta que a y b no tienen coordenadas nulas.
O

Proposicién 3.3.8 Sih; L by, para cualesquiera j, k € {1,... ,d} y ﬂ?zl Z;
# 0, entonces existe un vector a € (Zso U {oco})™ tal que Z, = U;‘i:1 Z; vy,
para todo j € {1,... ,d}, a Q h;.
Dem. La demostracién es constructiva. Los pasos que debemos seguir para
el calculo de los coeficientes son:

d

1. Elegimos m € () Z;.
j=1

2. Calculamos o = m.c.m.{hjn, | j € {1,... ,d}}.
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3. Para cada j € {1,...,d}, definimos \; = (hjm € Zsp, pues

Q@

hjm
m € Zj)

Obsérvese que si i € Zj N Z, como h; L hy, y m € Z; para todo j, entonces

se tiene

hji  hjm A

hri  hkm A
luego )\jhji = )\k‘hki'
d
4. Para i € |J Z; definimos a; = Ajhj; donde j es cualquier indice tal
j=1

que 1 € Z;j.
d
5. Sii ¢ |J Z; definimos a; = oo.
j=1
El vector a construido cumple que a L h; para todo j. En efecto, si

je{l,...,d}yl,iezj,

h]’i . )\jhji . %

hjl N )\jhjl al’

y por tanto, aplicando el Lema 3.3.7, se tiene que a { h;.

O

Este resultado nos proporciona una condicién suficiente para que una
curva monomial, que pasa por el origen, admita un campo de Euler tangente.
Aunque esta condicién es demasiado restrictiva, va a servir para realizar las
siguientes construcciones y determinar una condicién necesaria en el caso
general.

Corolario 3.3.9 Supongamos que h; Q hy, para todos j,k € {1,... ,d}. Se

definen los conjuntos Ay = {j |1 € Z;} yA,={j|1¢2Z;,... . k—1¢

Zik € Z;} para k € {2,...,n}. Entonces, para todo k > 1 existe hF =

(B}, ... hk) € (Zso U {co})" tal que Z,x = U Z; y, para todo j € Ay,
o JEAL

h* 0 hy.

Dem. Es consecuencia de la Proposicién 3.3.8, puesto que k € [ Z.
JEA
O
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Proposicion 3.3.10 En las condiciones y con las notaciones del corolario
d

anterior, si existe a € (ZsoU{oo})" con Z, 2 |J Z; y de forma que a Q h;

7j=1
para todo j € {1,...,d}, entonces:

1. Para todo k € {1,... ,n} tal que A # 0, a J b* (Y Za 2 Zpx) -

2. Para todos ki, ky tales que Ay, # 0 y Ay, # 0, se tiene que h* O h*2.

Dem.

1. Por el Lema 3.3.7, hay que comprobar que para todo i, m € 2,

R Rk

i
a; am

Dado i € Z,k, existe j € Ay tal que i € Z;. Puesto que j € Aj se tiene

¢ hk hk .
ademds k € Zj, L Q hjy Z; € Z,. Por tanto, = Wkk Ademas, por
. . , hF hE .
4 R Qi ag no_
hipétesis h; L a, luego R = T de lo que se deduce o = oo ¥ se tiene el
resultado.
k k
. .. . ;Y pkL (2 pk2
2. Pkor lo anterior, si i,m € Zbkl N ZﬁkQ se tiene —— = Ty —— = T,
luego Y se cumple 2
€0~ Wk Y .
i m
O

La proposiciéon anterior nos proporciona una condicién necesaria para
la existencia de un campo de Euler tangente a una curva monomial por
el origen, y nos da una pauta para construir una curva monomial que no
admita campo de Euler tangente.

Ejemplo 3.3.11 Consideremos la curva C = C1UCUC3UC,UC5UCgUCY,
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donde
$1:t $1:t2 $1:0
ngO $2:0 .’EQZt
Ch = r3 =1 Cy = r3 =0 C3 = r3 =1
$4:t $4:0 374:0
l’5:0 :L'5Zt £U5:t
) ) )
Z,=11,3,4} 2, =A1,5} Z3=1{2,3,5}
hy = (1,00,1,1,00) hy = (2,00,00,00,1) hs = (00,1,1,00,1)
xlzt x1:0 1‘1:0 .’B1:0
1‘2:0 $2:0 332:0 l‘gzt
Ci=q 23=0 Cs=<¢ 3=t Cg=< 2z3=0 Cr=< a3=t
15420 I4:0 .754:0 :U4=0
1‘5:0 1'5:0 $5:t .1‘5:0
) ) ) )
Zy ={1} Z5 = {3} 26 = {5} 27 ={2,3}

La curva C' es monomial ya que se cumplen las condiciones D1’, D2’ y
D3’ del Teorema 2.2.25.

Como Z4 C Z1, Z5 C 21, Zg C Zo y Z7 C Z3, para encontrar un
campo de Euler tangente hay que buscar un vector a proporcional a h;, h,
y a hg (Proposicién 3.3.5). En este caso tenemos A; = {1,2}, Ay = {3},
y aplicando la Proposicién 3.3.8, h! = (2,00,2,2,1) y % = (00,1,1,00,1).
Como k' h? (basta fijarse en sus coordenadas 3 y 5), no puede existir un
campo de Euler tangente a la curva (Proposicién 3.3.10).

3.4 Algoritmo

Ya sabemos que no todas las curvas monomiales admiten un campo de Euler
tangente, luego es conveniente establecer criterios para determinar cuando
una curva monomial admite campo de Euler tangente. La respuesta la
daremos mediante un algoritmo que ademads calcule el vector de coeficientes
de un campo tangente, caso de que éste exista. Para simplificar el problema,
comenzaremos dando la solucién en el caso de curvas monomiales por el
origen.

Consideremos vectores hy,... ,hy € (Z>oU o0)"” y definimos para cada
Jje{l,...,d}, el conjunto Z; = {i | hji € Zo}.
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Lema 3.4.1 Si Z;N 2, =0 para todo j, k € {1,... ,d} con j # k, entonces
existe a € (Zso U {oo})" de forma que Z, = U?lej y a L h; para todo
je{l,....,d}.

Dem. Dado i € {1,...,n}, si existe j € {1,...,d} tal que i € Zj, por
hipétesis este es unico, luego definimos a; = hj;. En otro caso, a; puede
tomar cualquier valor entero y escribimos a; = co. El vector a asi construido
cumple la condicién de ser proporcional en la interseccion a los vectores

{ﬁlw .- 7hd}'
[l

Supongamos, a partir de ahora, que para cualesquiera j, k € {1,... ,d}
se cumple que h; [ hy,. Entonces se tiene:

Lema 3.4.2 En las condiciones y con las notaciones del Corolario 3.3.9, si
a € (ZsoU{oo})" entonces son equivalentes:

1. 2,2 Zjyal h; para todo j € {1,...,d}.
2. 242 Zpk yaQ h* para todo k con Ay # 0.

Dem. Es claro que {1,...,d} es la unién disjunta de los conjuntos Ay no
vacios, luego por una parte, U;lzlzj = Uy, 292+ (consecuencia de 3.3.9),
y, por otra parte, para todo j € {1,...,d}, existe k € {1,...,n} tal que
j € Ay. Sia R h¥, puesto que h" 0 h; y Z; C 2, C Z,, se tiene h; L a.
El reciproco es la Proposicién 3.3.10.
O

Teniendo en cuenta las construcciones dadas para el vector a en el caso
de que la interseccién de todas las células sea no vacia (Proposicién 3.3.8),
en el caso de células disjuntas (Lema 3.4.1) y el resultado que acabamos
de demostrar, podemos construir el algoritmo de existencia y calculo de
campos de Euler, para una curva uniéon de curvas monomiales irreducibles
por el origen.

Algoritmo 3.4.3

Input: €= {h;,... ,hy} C (ZsoU{o0})"

Output: F =0 o F = {a} C (Z>o U {co})"

Paso 1: Se comprueba si existen j,k € {1,...,d} tales que h; 2 hy. Si es
ast, el algoritmo devuelve F = () y termina.

Paso 2: Se construyen, para cada j € {1,...,d}, los conjuntos Z; = {i €

{1,...,n} | hji # oo}
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Paso 3: Se comprueba si para todos j, k € {1,...,d} con j # k se tiene
Z;N 2, =0. Sies asi, se construye a como en el Lema 3.4.1, el algoritmo
devuelve F = {a} y termina.

Paso 4: Elegimos j,k € {1,...,d}, conj # k y Z; N2, # 0. Se reor-
denan las coordenadas para que 1 € Z; N 2. Se construyen, para cada
k e {1,...,n}, los conjuntos Ay, y si Ax # 0 se calcula h* como en el
Corolario 3.3.9. Se redefine & = {h* | Ay # 0} y se aplica el algoritmo a €.

Lema 3.4.4 Sea C = C1U...UCy una curva union de componentes mono-
miales irreducibles por el origen y sea {hy,... ,hy} el conjunto de exponentes
asociados a las parametrizaciones monomiales de sus componentes. Si existe
a € (ZsoU{oo})" tal que Z, 2 Zj y a L h; para todo j, entonces h; L hy,
para cualesquiera j, k € {1,...,d}.

Dem. Sean i,m € Z; N Z;. Como a € Z", a K h; y a U hy, entonces

hji _ him o hei _ him hji _ hjm N
% am y @ T am luego TM = @, por lo tanto ﬁ] Nﬁk

O

Teorema 3.4.5 Sea C = C1 U ... U Cy una curva union de componentes
monomiales irreducibles por el origen y sea € = {hy,... ,hy} el conjunto
de exponentes asociados a las parametrizaciones monomiales de sus compo-
nentes. Si aplicamos el Algoritmo 3.4.3 a &, la salida es () si y sdlo si no
existe un campo de Euler tangente a C. Si la salida es F = {a}, entonces
el campo de FEuler con coeficientes a es tangente a la curva C.

Dem. Como vimos en el lema anterior, para que C admita un campo de

Euler tangente es necesario que h; { hy, para cualesquiera j, k € {1,... ,d},
condicién que se comprueba en el Paso 1. Es claro que el conjunto {1, ... ,d}
es unién disjunta de los conjuntos Ay cuando k varfa en {1,...,n}. Por lo

tanto, si ejecutamos el Paso 4, como A contiene por lo menos dos elementos,
el nuevo conjunto defininido, &, contiene menos de d vectores. Luego el
algoritmo termina en un numero finito de pasos. Ademads, sabemos que a
es el vector de coeficientes de un campo de Euler tangente a C, si y sélo
si 24 2 Zj y a B h; para todo j y como vimos en el Lema 3.4.2, esta
condicién es equivalente a que 2, 2 Z,x y a L K para todo k € {1,...,n}
con Ay, # (). Teniendo en cuenta esto, la Proposicién 3.3.8, el Corolario 3.3.9
y el Lema 3.4.1, el teorema queda demostrado.

O
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Nota 3.4.6 Si aplicamos el Algoritmo 3.4.3 a los vectores exponentes de
una curva monomial por el origen, entonces h; L Iy, para cualesquiera j, k €

{1,...,d} (Proposicién 3.3.6), y la primera comprobacién del Paso 1 no
serfa necesaria. Ademds, se puede hacer una reduccién en el conjunto de
vectores de entrada & = {h;,...,h,}, queddndonos sélo con aquellos que

corresponden a células maximales para la contencién (Proposicién 3.3.5),
como se hizo en el Ejemplo 3.3.11.

Si quitamos la condicién de que las curvas monomiales irreducibles pasen
por el origen, el algoritmo no se complica demasiado, basta tener en cuenta
el siguiente resultado.

Lema 3.4.7 Sea C = C1 U ...UCy una unidén de curvas monomiales irre-
ducibles. Si existe un campo de Euler tangente a C, entonces, para cua-
lesquiera j, k € {1,... ,d} se cumple que Z; N 2y, C Zj,.

Dem. Por hipdtesis, existe un vector a proporcional a los h; para todo
je{l,...,d}. Siexisteie éj N (Zx\Z}1), entonces, por el Corolario 3.2.5,
como ¢ € Zj, a; = 0. Pero a tambien es proporcional a hy, con lo cual

hi; = 0 y tendriamos i € gk, lo cual es absurdo.
O

Por lo tanto el algoritmo en el caso general quedaria modificado de la
siguiente manera:

Algoritmo 3.4.8

Input: € ={h;,... ,hy} C (Z>0U o0)"

Output: F =0 o F = {a} C (Z>oU {co})"

Paso 1: Se construyen, para cada j € {1,...,d}, los conjuntos Z; = {i €
{1,...,n}]hji7éoo}ij:{ier\hﬁ:O}.N _

Paso 2: Si existen j,k € {1,...,d} tales que Z; N Zy € Zy, entonces el
algoritmo devuelve F' = () y termina. B

Paso 3: Calculamos Z = {1,... ,n}\ U?Zl Z; yredefinimos € = {h7,... ,hg}
donde h;i = hj; para todo i € Z y h;-‘i = o0 para todo i ¢ Z.

Paso 4: Aplicamos a £ el Algoritmo 3.4.3. Si devuelve (), entonces F = ().
Si devuelve un vector a*, entonces se define el vector a con coordenadas
a; =aj sii€ Z y cero en el resto de los casos, devolviendo F' = {a}.
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Teorema 3.4.9 Sea C = C; U...UCy una unién de curvas monomiales
irreducibles y sea € = {hy,... ,hy} el conjunto de exponentes asociados
a las parametrizaciones monomiales de sus componentes. Si aplicamos el
algoritmo anterior a £, la salida es () si y sélo si no existe campo de Euler
tangente a C. Si la salida es F = {a}, entonces el campo de Euler con
coeficientes a es tangente a la curva C.

Dem. En primer lugar, por el Lema 3.4.7, si existe un campo de Euler
tangente, el algoritmo no termina en el Paso 2. Supongamos por tanto que
se ejecuta el Paso 3 (es decir, Z;NZ), C Z}, para todo j, k) y examinemos los
elementos 1 € (ZxoU{oo})" alli construidos. Es claro que tienen por célula
asociada Z7 = Z; N Z = Zj\ ud, Z; y, por lo anterior, Z;\Z5 = /Z\;, asi
que h; se obtiene completanto ﬁ;f con ceros en las coordenadas de Z~j. Asi,
si existe un campo de Euler tangente a C' y a es su vector de coeficientes,
se debe tener Z, D Z; ya L ﬁ;f. Por lo tanto, el Algoritmo 3.4.3 aplicado a
{h],...,h}} no puede devolver (), y tampoco 3.4.8.

Reciprocamente, supongamos que a es la salida de 3.4.8. Entonces Z,+ D
Ziya K ﬁ;‘f para todo j, luego esto sigue siendo verdad si se completan
con ceros en Zj\Z;‘, es decir, Z, D Z;j y a L h; para todo j, por lo que a es
el vector de coeficientes de un campo de Euler tangente a C.

O

Ejemplo 3.4.10 Consideremos la curva C' = C7 U Cy U CsU Cyq U Cs U Cg,
donde

1‘1:1 1’1:—1 {L‘1:—1
To = 952:152 x2:t2
- $3:0 o x3:O o 1'3:0
G = Ty = G2 = x4 =0 Cs = x4 =13
$5:0 33‘5:t 1‘5:0
L Tg =1 .CCGZO $6:0
! | !
Z ={1,2,6} Zy ={1,2,5} Zy = {1,2,4}
Z =1 2= {1} Z5 = {1}

ﬁl = (O? 1700’007007 1) QQ = (072700? 0071700) ﬁ3 = (07 2100737007 OO)
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$1:0 1‘1:1 1‘1:—1

.%‘220 1‘220 o =
_ 3 =1 _ T3 =1 _ fL’gZO
04: x4:t6 05: 1‘420 06: 1‘4=t3
CC5:0 J,‘5:t2 .T5:0
.2?6:0 \x6:t4 :B6:t2

1 ! |

2, ={3,4} Z5={1,3,5,6} Zs ={1,4,6}

Zi=0 Z5 = {1} Zg = {1}

hy = (00,00,1,6,00,00) hs = (0,00,1,00,2,4) hg=(0,00,00,3,00,2)

6 -
Siguiendo los pasos del Algoritmo 3.4.8 calculamos Z = {1,... ,6}\ |J Z; =
i=1

{2,3,4,5,6} y construimos los vectores

h] = (00, 1,00,00,00,1) hj = (00,2,00,00,1,00) h3 = (0,2,00,3,00,00)
ﬁ:‘; = (OO? o0, 176700700) h; - (007 oo, 17007 274) hg = (007007 007370072)

y les aplicamos el Algoritmo 3.4.3. Usando el método de la Proposicién 3.3.8
calculamos:

e cl vector h' = (00,2, 00,3,1,2) que es proporcional a hf, h} v h,
e el vector h? = (00,00, 1,6,2,4) que es proporcional a h} y hi,
e y el vector hy = (00, 00,00,3,00,2) que es proporcional a hg.

Repitiendo el procedimiento descrito en la Proposicién 3.3.8, ahora con los
vectores h', h? y h3, se calcula el vector h* = (00,4,1,6,2,4) que es pro-
porcional a dichos vectores. Por lo tanto el vector a = (0,4,1,6,2,4) es el
vector de coeficientes de un campo de Fuler tangente a C.
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Capitulo 4

k-algebras de curvas
monomiales

La k-algebra asociada a una curva monomial irreducible C' es del tipo k[S],
siendo S el semigrupo numérico asociado a C. Esta estructura facilita el
trabajo de calcular efectivamente la resolucién libre minimal del ideal de
la curva, pues lo convierte en un problema combinatorio. La estructura
S-homogénea del dlgebra y del ideal son esenciales para ello ([CG]).

El objetivo de este capitulo es extender en lo posible dicha construccion
al caso general, encontrando un semigrupo S asociado a una curva monomial
C, de forma que el ideal de la curva resulte S-homogéneo y la k-dlgebra de
la curva sea algo aproximado a k[S].

4.1 Semigrupos y graduaciones

Para comenzar veamos algunos aspectos generales acerca de los semigrupos
y de las k-dlgebras de semigrupos ([BCMP1)).

Sea S un semigrupo conmutativo y con elemento neutro. Denotaremos
por 0 a dicho elemento.

Definicion 4.1.1 Se dice que S es cancelativo si para todos gi1,g2 y g € S
tales que g1 + g = g2 + g se tiene g1 = ga.

Definicion 4.1.2 Sea S un semigrupo cancelativo. Se dice que S es com-
binatoriamente finito si cumple que S N (=S) = {0}.

129
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Proposicion 4.1.3 Sea S un semigrupo conmutativo, cancelativo y con ele-
mento neutro, 0. Entonces S es combinatoriamente finito si y solo si no
existen gi,... ,gr € S\{0} tales que 0 = g1 + ...+ gy.

Dem. Supongamos que S es combinatoriamente finito. Si existen g1,... ,g,€
S\{0} tales que 0 = g1 + ... + g,, entonces r > 2 y se tiene que —g; =
g2+ ...+ gr. Luego —g1 € SN (=S5)y —g1 # 0, en contra de que S es
combinatoriamente finito.
Reciprocamente, si S no es combinatoriamente finito entonces existe g €
SN (=S) tal que g #0. Luego g,—g € Sy 0=g+ (—g).
O

Nota 4.1.4 En lo que sigue, todos los semigrupos se consideraran conmu-
tativos y con elemento neutro, aunque no se especifique.

4.1.1 Semigrupos y reticulos

Como dijimos al comienzo del capitulo, nuestro objetivo es construir un
semigrupo asociado a cada curva monomial. Para establecer esta conexién
entre semigrupos y curvas monomiales utilizaremos los reticulos asociados a
curvas monomiales, estudiadas en el capitulo 2, y la relacién entre reticulos
y semigrupos que veremos a continuacion.

Definicion 4.1.5 Dados dos semigrupos cancelativos S y S*, un sistema
de generadores de S, A = {g1,... ,g9n} y un sistema de generadores de S*,
N =A{g7,..., 95}, diremos que (S,A) y (S*,A*) son isomorfos si existe un
isomorfismo de semigrupos w : S — S* cumpliendo w(g;) = g} para todo
ie{l,...,n}.

Sea S un semigrupo combinatoriamente finito y finitamente generado,
y fijemos un sistema de generadores A = {g1,...,¢,} para S. Denotemos
por G(S) el grupo de Grothendieck de S, es decir, el grupo conmutativo
con la propiedad universal respecto de los homomorfismos de S en grupos
conmutativos ([Lan]). Como S es cancelativo, S se puede identificar con un
subsemigrupo de G(.5), y se tiene un homomorfismo sobreyectivo de grupos,

¢ Z" — G(9)

)
& G

siendo {e; | 1 < i < n} la base candnica de Z". Utilizando este homo-
morfismo ¢, que depende del semigrupo S y del sistema de generadores
A={g1,...,9n}, vamos a definir el reticulo asociado a (S, A).
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Definicion 4.1.6 Sea S un semigrupo cancelativo y finitamente generado y
consideremos un sistema de generadores de S, A = {q1,... ,9n}. Llamare-
mos reticulo asociado al par (S, A) al Z-mddulo libre Lg s = ker(¢), siendo
¢ el homomorfismo de grupos

¢ 7" — G(S)

€ = G

n
Es decir Lsp = {m = (m1,... ,my) € Z" | 3 m;g; = 0}.

=1

Veamos que los reticulos asociados a pares isomorfos coinciden.

Proposicion 4.1.7 Consideremos un semigrupo S con sistema de genera-
dores A = {g1,... ,9n} y un semigrupo S* con sistema de generadores A* =
{g5,... .95} Si(S,A) y (S*,A*) son isomorfos, entonces Lgn = Lg+ p=.

Dem. En las condiciones del enunciado, existe un isomorfimo de semigru-
pos w : S — S* cumpliendo w(g;) = ¢ para todo i € {1,...,n}. Este
isomorfismo se prolonga, de forma natural, a un isomorfismo de grupos
w: G(S) — G(S*). Consideremos las aplicaciones

7" — G(S) oL — G(SY)
m szzgz m szlgz

Es claro que w o ¢ = ¢*, luego ker(¢) = ker(¢*).
]

Corolario 4.1.8 En particular, si A = {g1,... .90} y A = {g%,... .95}
son dos sistemas de generadores del semigrupo S, entonces Lgp = Lgp~.

La condicién para que un semigrupo S sea combinatoriamente finito
(que no es necesaria para la construccién de Lg ), se puede interpretar en
términos de Lg A.

Proposiciéon 4.1.9 Sean S un semigrupo cancelativo y finitamente genera-
do, A ={g1,...,9n} un sistema de generadores de S formado por elementos
no nulos y Lg a el reticulo asociado a (S,A). Entonces S es combinatoria-
mente finito si y sélo si Lga N (Z>0)" = (0).
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Dem. Si Lga N (Z>0)™ # (0), entonces existe (a1,...,an) € Lga tal que
a; > 0 para todo i y a; > 0 para algin j € {1,... ,n}. Por tanto, a;g; € S
para todo %, y, como Lga = ker(¢), entonces aigi + ... + angn, = 0. Pero
estamos suponiendo que g; # 0 para todo 7, en particular g; # 0, luego
a191 + ... + angn = 0 es una expresién del 0 como suma de elementos no

nulos de S, y por la Proposicion 4.1.3, S no es combinatoriamente finito.
Reciprocamente, supongamos que Lga N (Z>0)" = (0). Sig € SN(-9),
entonces existen ay,... ,a, € Z>oy b1, ... ,by, € Z<o cumpliendo g = a1g1 +
oot angn =b1gi+. .. +bpgn. Elvector v = (a1 —b1,... ,a,—0by) € (Z>o)"y
cumple que ¢(v) = g—g = 0, luego v € Lg 5. Como estamos suponiendo que
LsaN(Z>p)™ = (0) entonces v = 0, es decir, g = 0, y resulta SN(—S) = {0}.
O

Si permitimos generadores nulos y suponemos que S es combinatoria-
mente finito, entonces la condicién que deducimos para el reticulo Lga es
mas débil.

Proposicién 4.1.10 Sea S # {0} un semigrupo cancelativo y finitamente
generado. Si A ={gi1,...,gn} un sistema de generadores de S, salvo reorde-
nacion, existe un r € {1,...,n} tal que g; =0 si y sélo sii > r. Entonces,
siA={g1,...,9r}, se tiene Lgp = Lgg XZ" " yLgzn (Z>0)" = (0).

Dem. Esencialmente igual que la demostracion de la proposicién anterior.
O

En lo que sigue consideraremos subreticulos L de Z"™, de uno de estos
dos tipos:

Tipo 1 rango(L) = n—1y existe h € (Z>0)" tal que Sat L = (h)* (n > 0).
Tipo 2 rango(L) =n (n > 0).

En cada uno de estos casos vamos a construir un semigrupo asociado al
reticulo L.

Tipo 1

Sea L un subreticulo de Z" de rango n — 1 y tal que existe h € Z%;, no
nulo, de forma que Sat L = (h)*. Elegimos h de forma que m.c.d.{h; | h; #
0} = 1. Dado un vector o € Z™ cumpliendo que ha = 1, se considera el
homomorfismo de grupos:
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m +— (mh,m— (mh)a) .

Proposicién 4.1.11 El homomorfismo ¢, es un isomorfismo entre Z™ y
Z & Sat L.

Dem. Consideremos el homomorfismo de grupos, @ : Z" — 7Z definido
por ¥(m) = mh. Es caro que ker(i)) = Sat L. Si ahora consideramos el
homomorfismo ¢ : Z — Z" donde ¢(a) = aq, entonces ¥ o ¢ = Idy, luego
la sucesion exacta 0 — Sat L — Z" LA 7. — 0 es escindida. Por lo tanto,
el homomorfismo ¢, : Z" — Z @ Sat L dado por ¢u(m) = (¢(m),m —
o((m))) = (mh,m — (mh)a) es isomorfismo.

O
Sea p,, la composicién de ¢, con el paso al cociente médulo L,
Py L' — Z®Sat L/L
m +— (mh,m—(mh)a+L) .
Es claro que, para m,n € Z", se tiene
Pa(m) =py(n) & m—ne L. (4.1)

En particular, L = ker(3,).

Definicién 4.1.12 Sean h € Z%, un vector no nulo tal que m.c.d.{h; | h; #

0} = 1, L un subreticulo de Z" de rango n—1 tal que Sat L = (h)* ya € Z"
tal que ha = 1. Consideremos el homomorfismo,

7" — Z&Sat L/L
m — (mh,m— (mh)a+1L) .

Sea {¢e;}7, la base canonica de 7. Llamaremos semigrupo asociado a L al
semigrupo S, = P((Z>0)"™). Denotaremos por A, al sistema de generadores
de Sp, Ap ={g1,... ,9n} siendo g; .= P(e;) para todo i.

Notacién 4.1.13 Para cada i € {1,... ,n} denotaremos g; = (h;,t(g;)),
donde t(g;) = e; — hija + L € Sat L/L hace referencia a la parte de torsion.

El homomorfismo $, de la Definicién 4.1.12, depende de la eleccién de un
vector a tal que ha = 1. Veamos qué variacién se produce en el semigrupo
Sy, al cambiar la eleccién de «.
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Proposicién 4.1.14 Sean h € (Z>o)" un vector no nulo y L C Z" un
reticulo de rango n — 1 tal que Sat L = (h)*. Se consideran vectores o y a*
de Z" tales que ha =1 y ha* = 1. Se construyen, como en la definicion
anterior, (Sp,A) asociado a o y (S} ,A*) asociado a o*. Entonces (Sr,A)
y (S7,A*) son isomorfos.

Dem. Como indica el enunciado,

S = $a(Z2%) CZ® Sat L/L
S; = G- (Z%) CZ®Sat L/L .

Definamos w : S, — S} dada por,

w(Pg(m)) = Po- (m).

Puesto que

Pa(m) =,(n) & m—ne€ L& P, (m) =g, (n),

w estd bien definida y es un isomorfismo de semigrupos. Ademas w(,(¢e;)) =
Pqr(e;) para todo i € {1,...,n}. Luego (Sr,A) y (S7,A*) son isomorfos.
[l

Segin la Definicién 4.1.12, el semigrupo S es cancelativo (ya que es
subsemigrupo de un grupo). Por lo tanto tiene sentido hablar de su reticulo
asociado. Veamos que este es el propio L.

Proposicion 4.1.15 Sea L un reticulo de Z™ de rango n—1 y tal que existe
h € (Z>0)™ con Sat L = (h)*. Consideremos el semigrupo asociado a L,
St, con sistema de generadores Ap. FEntonces, el reticulo asociado al par
(Sp,AL) es L.

Dem. Como G(S1) CZ&Sat L/Ly A, ={®(e;),...,¢(e,)}, entonces el
reticulo asociado a (Sg,Ar) es el nicleo del homomorfismo @ que, como ya

hemos visto, es L.
O

Tipo 2

Sea ahora L un subreticulo de Z™ de rango n > 0. En este caso denotaremos
por ¥ el homomorfismo de grupos @ : Z" — Z"/L (aplicacién de paso al
cociente médulo L). Segun esta definicién, para m,n € Z"

?(m) =9(n) < m-—nec L. (4.2)
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Definicion 4.1.16 Sean L un subreticulo de Z™ de rango n y p : Z" —
Z"/L la aplicacion de paso al cociente mdédulo L. Llamaremos semigrupo
asociado a L al semigrupo St, = @((Z>0)"). Denotaremos por Ay, al sistema
de generadores de Sy, A, = {g1,... ,gn} siendo g; :=P(e;) y{e;}7; la base
canonica de 7.

Notacién 4.1.17 Como en este caso S, C Z"/L, sus elementos sélo tienen
parte de torsién. Por lo tanto, denotaremos t(g;) := g;, para cada i €

{1,...,n}.

El semigrupo Sy, es cancelativo y, por tanto, tiene sentido construir su
reticulo asociado que, como veremos a continuacién, coincide con L.

Proposicion 4.1.18 Sea L un subreticulo de Z™ de rango n. Considere-
mos el semigrupo Sp, y el sistema de generadores Ay, definidos en 4.1.16.
Entonces el reticulo asociado a (Sp,Ar) es L.

Dem. Consecuencia directa de la definicion de S, y Ar.
O

Nota 4.1.19 Para el caso especial n = 0, el reticulo resulta L = (0) = Z?,
y su semigrupo asociado es Sz, = {0}.

Por ultimo, veamos un resultado valido para los semigrupos asociados
a reticulos de cualquiera de los dos tipos. Este resultado sera utilizado en
desarrollos tedricos posteriores.

Proposicion 4.1.20 Sea L un subreticulo de Z" de tipo 1 o tipo 2 y con-
sideremos el semigrupo asociado a L, S, = ¢((Z>0)"). St m,n € (Z>o)",

vy=p(m) yn=9(n), entonces

y=nem-nelL.

Dem. Consecuencia de las ecuaciones (4.1) y (4.2).

4.1.2 S-Graduaciones

Para entender los isomorfismos que estableceremos en la siguiente seccion,
es necesario conocer el significado de los anillos, los mdédulos y los homo-
morfismos S-graduados.
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k-algebra k[S]

Sea S un semigrupo conmutativo con elemento neutro. Se define k[S] como
el conjunto de las aplicaciones « : S — k tales que a(g) = 0 salvo para un
numero finito de elementos g del semigrupo. El conjunto k[S] tiene una es-

tructura natural de k-algebra con el producto (af)(g) = >, a(g1)B(92)-
g1+g2=9g
Si denotamos por x? a la aplicacion

1 sig=g
9I(d) =
cada elemento a de k[S] se escribe de forma tnica como

o= Z Agx?,  siendo Ay = a(x?) para todo g € S.
geSs

Por lo tanto, k[S] = @ges kx9y des Agx? = 0siysélosi A\, = 0 para todo
g € S. Ademis, x9x9 = x99 y x° = 1. De aqui en adelante, utilizaremos
la expresion formal v = 37 ¢ Agx? para trabajar con los elementos de k[S].
Lema 4.1.21 Consideremos semigrupos S y S con sistemas de generadores
A=Ag,.-. .90} y A= (q1,...,9n) respectivamente. Si (S,A) = (S, A7),
entonces existe un isomorfismo () entre las k-dlgebras de semigrupo E[S] v
E[S] dado por Q(x97) = 9.

Dem. En las condiciones del enunciado, existe un isomorfismo de semigru-
pos w : S — S tal que w(g;) = ¢; para todo ¢ y por lo tanto Q es un
isomorfismo de k-algebras.

O

Estructura S-graduada

Sea ahora A = @ ges Ay un anillo S-graduado. Se dice que un elemento
f € A es homogéneo de grado g cuando f € A;,. Como A = @ges Ay
entonces cualquier elemento f € A se puede escribir de forma tnica como
suma de elementos homogéneos, f = > ges fg, donde f, € Ay y fy # 0 para
un numero finito de elementos (se dice que f; es la componente homogénea
de f de grado g). Diremos que un ideal I C A es homogéneo, cuando admite
un sistema de generadores formado por elementos homogéneos. Ademads, si
M = @ge g Mgy un A-médulo S-graduado, entonces se dice que m € M es
homogéneo de grado g € S cuando m € M,.
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Sean k[X] :=k[X1,...,X,] y S=(g1,--.,9n) un semigrupo. Podemos
dotar al anillo k£[X] de estructura S-graduada asignando grado g; a X;. Es
decir, para cada g € S, k[X], es el k-subespacio vectorial de k[X] generado

por {X{! - Xgn | 370 ajg; = g}

Definicion 4.1.22 Sean A y B dos anillos S-graduados, f : A — B un
homomorfismo de anillos y go € S. Se dice que f es S-homogéneo de grado
go st para todo x4 € Ay se cumple que f(xg) € Byyg,-

Proposicion 4.1.23 Sean A y B dos anillos S-graduados. Si f : A — B
es un homomorfismo S-graduado de grado 0, entonces ker(f) es un ideal
S-homogéneo de A.

Dem. Consideremos un elemento x € A tal que f(x) = 0. Escribamos
T = ) ,c5Tg, entonces » o f(zg) = 0. Pero f es un homomorfismo
S-homogéneo de grado cero, luego f(z,) es homogéneo de grado g, luego
f(zg) = 0 para todo g € S. Entonces x, € ker(f) para todo g y ker(f) es
un ideal S-homogéneo.

U

Nota 4.1.24 Si el semigrupo S es cancelativo, el resultado anterior también
es cierto para homomorfismos S-graduados de grado distinto de cero.

4.2 Anillos de coordenadas de curvas monomiales
como cocientes de k-algebras de semigrupos

En esta seccion construiremos un semigrupo S asociado a cada curva mono-
mial, de forma que el ideal de la curva sea S-homogéneo. Comenzaremos
estudiando lo que ocurre en el caso irreducible y en el caso en que todas
las componentes de la curva tienen la misma célula asociada. El estudio
de estos dos casos particulares permitira entender mejor la construccién en
el caso general, construccién que pasa por considerar una descomposicién
celular del ideal de la curva.

Para el caso de unica célula, el semigrupo que asignaremos a la curva
C' es cancelativo, combinatoriamente finito y finitamente generado. Por lo
tanto podemos utilizar el método desarrollado en [CG] para el cdlculo de
una resolucién libre minimal finita S-graduada de Z(C).

Para comenzar, veamos un resultado fundamental en la justificacién de
los isomorfismos que vamos a construir. Como venimos haciendo, escribire-
mos k[X] para denotar el anillo k[X7, ..., X,].
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Proposicion 4.2.1 Sean S un semigrupo cancelativo y finitamente genera-
doyAN={g,..., gn} un sistema de generadores de S. Fijado un vector
A=A, ) € (B*)™, se define el homomorfismo

¢ k[X] — K[5]
Xi — )\Z'Xgi.

Entonces, ker(¢) = I (p), donde L es el reticulo asociado a S y p: L — k*
es el cardcter parcial dado por p(m) = A™.

Dem. Sea m € L. Denotemos por m g al elemento Y ; m;g; € S. Como
L es el reticulo asociado a S, entonces mg = 0 (Definicién 4.1.6), luego
m,g=m_g. Por lo tanto,

BX™ = plam) X™2) = NP8 — pm) Ny 2 = (M4 — p(m) A )20

Por definicién de p, (A™+ — p(m)A™-) = 0. Por lo tanto, I (p) C ker(¢).

Para demostrar la otra contencién, consideremos la estructura S-gradua-
da de k[X], obtenida al dar, para cada i, grado g; a X;. Esto convierte
a ¢ en un homomorfismo S-graduado de grado cero, luego ker(¢) es un
ideal S-homogéneo (Proposiciéon 4.1.23), y para ver que ker(¢) C Ii(p)
basta considerar los elementos homogéneos de ker(¢). Consideremos un
polinomio f € ker(¢) que sea S-homogéneo de grado v € S. Entonces f =
as, X*1 4 ...+ a;, X* donde para cada j € {1,... ,t}, as, € k, 5; € (Z>0)"
y 8;9 =7 Puesto que f € ker(¢),

t—1
1 1
f= Z(a&Aél toF aﬁiféi) <)\5i v ASit1 XSiH) ’
i=1 = =

Como L es el reticulo asociado a Sy s;9 = 5;,1 g entonces s;,1 — s; € L.
Ademas, por la definicion de p, p(s;.; — s;) = Ail—; Como
1 S 1 Si41 1 Sit1 S
)\§i X5 — )\§i+1 X541 = _)\§i+1 (X,pr - p(§i+1 - §i)X71)7
entonces Aéi X8 — W%X%H € I(p), paratodo i,y f € I1(p).
a O

Corolario 4.2.2 Sea L un subreticulo de 7=, bien de rango | Z|—1 y tal que
existe h € (Z>0)? tal que Sat L = (h)*, bien de rango |Z|. Consideremos
un vector A\ € (k*)Z y el cardcter parcial p : L — k* dado por p(m) = A™.
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Si(S,A={g1,-..,gn}) es el semigrupo asociado a L segin las Definiciones
4.1.12 0 4.1.16 (segin el caso), entonces I = I (p) + M(Z) es el nicleo del
homomorfismo

¢ k[X] — K[S5]
X, — )Y osii€Z
X; — 0 sii¢gZ .

Dem. Teniendo en cuenta que L es el reticulo asociado a (S, A) (Proposicién

4.1.15), el resultado se deduce de la proposicién anterior.
O

4.2.1 Caso irreducible

Sea C' C A"™(k) una curva monomial irreducible con célula asociada Z y
sean (h, \) los vectores de una parametrizacién monomial de C. Es decir,

X1 = Mt
C =
X, = A\, thn

Recordemos que Z = {i € {1,... ,n} | \; # 0} y el vector de exponentes hz
es independiente de la parametrizacién monomial elegida.

Definicion 4.2.3 Sea C' una curva monomial irreducible con célula asocia-
da Z y sea h su vector de exponentes. Llamaremos semigrupo asociado a la
curva C' al semigrupo numérico S generado por el conjunto A = {h; |i € Z},
o por extension, al par (S, ).

Nota 4.2.4 El semigrupo S asociado a una curva monomial irreducible C
es un semigrupo numeérico (es decir, S C N), luego tiene las propiedades de
ser cancelativo y combinatoriamente finito. Ademds, por construccién, es
finitamente generado. Por lo tanto, cuando los elemento de A sean no nulos,
podemos utilizar el método desarrollado en [CG| para el célculo de una
resolucién libre minimal finita S-graduada de Z(C'). En el caso de aparecer
algin generador nulo, el cdlculo de las sicigeas se reduce también al caso de
generadores no nulos, tras resolver un problema de tipo combinatorio.

Sea L, el reticulo asociado a C' (Definicién 2.1.7), es decir, el subreticulo
de Z# dado por L, = (hz)*. Recordemos que si consideramos el carécter
parcial p : L, — k* dado por p(m) = X% para todo m € L,, entonces
Z(C) = I+(p) + M(Z) (Proposicién 2.1.6).
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Lema 4.2.5 Sea C un curva monomial irreducible con reticulo asociado
L, y sean (S, A) el semigrupo asociado a C y (Sr,,A,) el asociado a L,.
Entonces (S,A) = (St,,AL,)-

Dem. Sea Z la célula asociada a C. Entonces L, = (hz)*, donde hz €
(Z>0)? es el vector de exponentes de la curva C restringido a las coorde-
nadas en Z. Segin la Definicién 4.1.12, Sz, es la imagen de (Zx>o)" via el
homomorfismo,

7:22 — ZoL,/L,

m (mhz%o) )

y Ar, = {(h:,0) | i € Z}.

Es claro que la proyecciéon 7 : S, — S dada por 7(a,0) = a, para
todo (a,0) € S, es un isomorfismo de semigrupos tal que m(Az,) = A, luego
(S,A) = (St,,AL,).

O

Proposicion 4.2.6 Sea C una curva monomial irreducible con célula aso-
ciada Z, y sean (h,\) los vectores de una parametrizacion monomial de C.
Si denotamos por S al semigrupo numérico asociado a C, y consideramos el
homomorfismo

¢ k[X] — K[S5]
X; — ANxMisiieZz
X, — 0sii¢Z

entonces ¢ es sobreyectivo y ker(¢) = Z(C).

Dem. Como A = {h; | i € Z} es un sistema de generadores de S,
entonces, para todo g € S, existen a; € Zx tales que g = ) ;. > a;h;. Luego

a;
® (HieZ (%) XZ‘“) = X7 y ¢ es sobreyectivo. Para ver que ker(¢) = Z(C)
basta aplicar la Proposicién 4.2.1 y los Lemas 4.2.5 y 4.1.21.

O

Como consecuencia, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.2.7 Sea C' una curva monomial irreducible y sea I := Z(C).
Asociados a C' consideramos su célula Z, los vectores de una parametrizacion
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monomial de C, (h,\), y el semigrupo S = ({h; | i € Z}). Entonces el ho-
momorfismo S-graduado de grado cero,

¢ k[X]/IT — K[S]
X;+1 — )\ixhi s11 € Z
Xi+1I — 0sii¢ 2,

es un isomorfismo.

Nota 4.2.8 El isomorfismo planteado depende del vector de coeficientes de
la parametrizacion. Como vimos en la Proposicién 2.1.6, si p : L, — k* es
el caracter parcial asociado a la curva monomial C con célula Z, entonces
A es el vector de coeficientes de una parametrizacion monomial para C, si
y s6lo si Az € V(I(p)) vy Ai = 0 para todo i ¢ Z. Por lo tanto, tomando
distintos Az € V(I(p)), obtendremos distintos isomorfismos.

Ejemplo 4.2.9 Consideremos, como en el Ejemplo 2.1.20, la curva mono-
mial irreducible C' dada por

I =
_ {L‘Q—O
C_ a:3:—4 ’
x4 = 3t?

es decir, h = (1,00,0,2) y A = (1,0, —4,3). El semigrupo asociado a C' es
S = Z>¢ y su sistema de generadores fijado es A = {1,0,2}. Aplicando el
Teorema 4.2.7, se tiene el isomorfismo S-graduado

¢ k[X]/T — K[S]
Xi4+1 — x
Xo4+1T — 0
Xs+1 — —4
Xy+1 +— 3X2 ,

donde I denota el ideal asociado a la curva C.

Ademés, si p : L, — k* es el cardcter asociado a C, se tiene L, =
((-=2,1,1),(-2,0,1)), siendo p(m) = 1™1(—4)™23"3, para todo m € L,.
Por lo tanto, si consideramos el vector de coeficientes XZ = (1/V3,-4,1),
resulta Z% = p(m) para todo m € L,, luego XZ € V(I(p)) y el vector
A= (1/ V3,0, —4, 1) es el vector de coeficientes de otra parametrizacién
monomial para C'. Por lo tanto, aplicando el Teorema 4.2.7, obtenemos el
isomorfismo S-graduado
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¢ k[X]/T — k[S]
Xi1+1I — —=
Xo+1I — 0
X3+I — —4
Xa+1 — 2.

4.2.2 Caso de una célula

Consideremos ahora una curva monomial C' = CjU...UCy tal que todas sus
componentes tienen asociada la misma célula Z C {1,... ,n}. Paracada j €
{1,... ,d} denotemos por (h;, A;) los vectores de una parametrizacién mono-
mial de la curva monomial irreducible C; y por C} z la curva monomial irre-
ducible definida por la parametrizacién dada por los vectores ((h;)z, (};)z)-
Consideremos la curva Cz = U;lle’jﬂg. Es claro que Z(C) = Z(Cz)+M(Z2).
Ademads, como consecuencia del apartado D1 del Teorema 2.2.33, la curva
Cz es monomial y (h;)z = (hy)z para todo j € {2,...,d}. Por lo tanto,
si consideramos el reticulo L, = {m € ((hy)z)* | (\)F = (A%, Vi €
{2,....,d}} y el cardcter parcial p : L, — k* dado por p(m) = (\)%,
entonces Z(Cz) = I (p) (Proposiciéon 2.2.17). Recordemos que L, es el

reticulo asociado a C' (Definicién 2.2.18).

Como L, es un subreticulo de Z# de rango | Z|—1y cumple que Sat L,=
((hy)z)*, podemos construir el semigrupo S asociado a L,, segin la Defini-
cién 4.1.12, es decir; se elige a € (Z)% tal que ahz = 1, y si % es el
homomorfismo

p:Z° — Z®Sat L,/L,
m +— (mhz,m—(mhz)a+L,)’

entonces S = p((Z>0)?) y el sistema de generadores fijado para S es A =
{®B(e;) | i € Z} donde {e; | i € Z} denota la base canénica de ZZ.

Definicion 4.2.10 Sea C una curva monomial tal que todas sus compo-
nentes irreducibles tienen asociada la misma célula, Z, y consideremos el
reticulo asociado a la curva C, L,. Llamaremos semigrupo asociado a la
curva C, al semigrupo asociado a L,, es decir, al generado por A = {p(e;) |
i€ Z}, S=(A), opor extension, al par (S,A).

Teniendo en cuenta el Lema 4.2.5, es claro que en el caso irreducible,
la definicién anterior y la definicion que dimos en 4.2.3 coinciden, salvo
isomorfismo de semigrupos.
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Notacién 4.2.11 En lo que sigue escribiremos g; := $(¢;) para denotar los
elementos del sistema de generadores, A, del semigrupo asociado a C.

Proposicion 4.2.12 Sea C' una curva monomial tal que todas sus compo-
nentes irreducibles tienen asociada la misma célula, Z. Sean p : L, — k*
el cardcter parcial tal que Z(C) = I1(p) + M(2), S = ({gi | i € Z}) el
semigrupo asociado a C y X € V(I(p)). Entonces, el homomorfismo

¢ k[X] — Kk[S5]
X, — A\xJisii€Z
X; — 0sii¢Z

es sobreyectivo, y su nicleo es el ideal Z(C).

Dem. Sig € S, como A es un sistema de generadores de S, existen {a; | i €

Z} C Zxo tales que g = ), > a;g;. Luego ¢ (HiEZ (A—}IZ) X;“) =x%y ¢es

sobreyectivo. Para ver que ker(¢) = Z(C') basta aplicar el Corolario 4.2.2.
]

Teorema 4.2.13 En las condiciones de la proposicion anterior, el homo-
morfismo S-graduado de grado cero

¢ k[X]/Z(C) — K[S]
Xi+ZI(C) — Ax¥% siieZ
X;+Z(C) — 0sii¢ 2,

es un isomorfismo.

Veamos en un ejemplo como resulta el isomorfismo.

Ejemplo 4.2.14 Consideremos la curva monomial compleja del Ejemplo
2.3.8, C = C1 UCyUC3U(Cy, cuyas componentes tienen parametrizaciones:

r=1 r=t r=t1 =t
G y:2t2 Cy = y=21t2 Cs = y:—2t2 Cy= y:_21t2
2= 8t z = —8It3 2= —8t3 2 =8It

Denotemos por L el reticulo asociado a C. Entonces, {d; = 4,dy = 1}
son los factores invariantes de la extensién L C Sat L, y el conjunto {m; =
(—=2,1,0),my = (3,—3,1)} es una base de diagonalizacién.
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Consideremos el isomorfismo I' := Z @ Sat L/L — Z @& Z/(4) dado por
I'(a,m) = (a,%,) donde m = y1my + v2my.

Para a = (2,-2,1), se tiene ah = 1, y entonces el conjunto B =
{(2,-2,1), (—2,1,0),(3,-3,1)} es una base de Z3. Calculando la matriz
de cambio de base de la base candnica {e;, ey, €5} en la base B, resulta

-1

2 -2 3 1 2 3
-2 1 =3 = -1 -1 0
1 0 1 -1 -2 2
Por lo tanto e¢; — la = —m; — My, €9 — 2 = —m; —2my y €3 — 3 =

—2m,. Luego F(@(gl)) = (1,-1) = (1,3), T'(p(ey)) = (2,-1) = (2,3)
y I'(@(es3)) = (3,0). Luego el semigrupo S C Z @ Z/(4) generado por
g1 = (1,3),92 = (2,-1) = (2,3) y g3 = (3,0) es isomorfo al semigrupo
asociado a la curva C'. Por lo tanto, aplicando el Lema 4.1.21 y el Teorema
4.2.13, si denotamos por I el ideal asociado a C, se tiene el isomorfismo

¢ kIX)/T — K[S]
X4+1T — 1Ixyn
Y+ — 2x%
Z+1 — 8x% .

Nota 4.2.15 Sea C' una curva monomial cumpliendo que todas sus com-
ponentes tienen asociada la célula {1,... ,n}, y cuyo vector de exponentes,
h, cumple que h; > 0 para todo i € {1,...,n}. Consideremos el reticulo
asociado a C, L, y el semigrupo asociado a C', S, con sistema de generadores
A ={g1,...,9n}. Aplicando el Corolario 2.1.14, se tiene (Sat L)N(Zx>0)? =
(0) y como L C Sat L entonces LN (Zx0)® = (0). Por la Proposicién 4.1.15,
L es el reticulo asociado a (S, A), con lo cual podemos aplicar la Proposicién
4.1.10 y obtenemos que S es combinatoriamente finito (g; = (h4,t(g;)) para
todo i, luego g; # 0). Este es el motivo de haber escogido en la Definicién
2.1.10 el nombre de “combinatoriamente finito” para hacer referencia a la
condiciéon combinatoria que cumplen los ideales asociados a curvas monomia-
les irreducibles.

Por lo tanto, tenemos un semigrupo conmutativo S = (g, ... ,gn), que
es cancelativo, combinatoriamente finito y finitamente generado, y un ho-
momorfismo S-graduado de grado cero

¢ k[X] — K[S]
X — x¥
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sobreyectivo y cuyo ntcleo es el ideal Z(C') (Proposicién 4.2.12). En estas
condiciones podemos utilizar el método desarrollado en [CG]| para el célculo
de una resolucién libre minimal S-graduada y finita de Z(C').

Nota 4.2.16 En el caso en que la curva monomial C' cumpla que todas sus
componentes tienen asociada la misma célula Z ¢ {1,... ,n} y el vector
de exponentes, h, cumpla que h; > 0 para todo ¢ € Z, también podemos
calcular, tras resolver de forma combinatoria la apariciéon de elementos nulos
en el sistema de generadores de S, las sicigeas S-graduadas de Z(C'), a partir
de las sicigeas S-graduadas de Z(Cz) (obtenidas como se indicé en la nota
anterior).

Nota 4.2.17 Cuando el vector de exponentes tiene alguna coordenada nula,
el semigrupo asociado a la curva C no tiene por qué ser combinatoriamente
finito. Basta considerar la curva plana compleja C' = C7 U Cs donde

| x=1 | z=-1

Es claro que Z(C) = (X2—1), luego la curva C es monomial. Sea p: L, — k*
el cardcter parcial tal que Z(C) = I (p). Como h = (0,1) entonces Sat L, =
((1,0)). Ademds, como I;(p) = (X% — 1), es claro que L, = ((2,0)) y
p(m) = 1 para todom € L,. Porlo tanto Sat L,/L, = 7Z/(2), y el semigrupo
asociado a C'es S = ((0,1),(1,0)) C Z&®Z/(2), que no es combinatoriamente
finito ya que (0,0) = (0,1) + (0, 1).

4.2.3 Caso general

Una vez analizados los casos irreducible y de tinica célula coordenada, veamos
ahora cémo dotar al ideal de una curva monomial de estructura S-homogénea.
Para hacer la construccion de S necesitaremos considerar, al contrario que en
el caso de unica célula, ademéds de las células asociadas a cada componente,
Z;, los conjuntos Z; (Notacién 2.1.19).

Sea C = Cj U...UC(Cy una curva monomial en el espacio afin A" (k).
Para cada j € {1,...,d} sean, como de costumbre, Z; la célula asocia-
da a la componente monomial irreducible Cj, h; el vector de exponentes
de la componente C; y gj = {i € Z; | hj; = 0}. Para cualquier Z C
{1,...,n}, sea Iz el ideal Z(C' N (k*)%), y consideremos el conjunto U =
{Z | CzN (k*)? # (}. Tras una reordenacién de las componentes, podemos
suponer U = {Z,... ,Zr,gl, . ,25}, con s < r < d, tales que las células
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Zy,..., 2 son distintas, y j € {1,... , s} si y sélosinoexiste k € {1,...,r}
con Z; = Z;, donde ademads los conjuntos Zi,... , Z, son distintos.

Nota 4.2.18 El conjunto U que acabamos de construir se puede obtener

apartir del que se defini6 en el Teorema 2.2.33 eliminando en Uy = {21, ... , Z4}
yen Uy ={Z2,...,2,} los elementos repetidos.
Notacién 4.2.19 En lo que sigue, denotaremos Z; = Z; para cada j €

{1,...,r} yZ:+j:Z~j para cada j € {1,...,s}.

Como vimos en la Proposicion 2.2.29, para cada Z7 € U (1<j<r+s)

existe un caracter parcial p; : L zr — k*, siendo L z: un subreticulo de Z%7 ,
tal que Iz: = Li(pj) + M(Z5).

Proposicién 4.2.20 5i Z;; C Z}, entonces Lzy C Lz: y I (pr) € I1(pj)-

Dem. Sea 7j;, la proyeccién 7 : (k)% — (k*)%i. Como C es mono-
mial, entonces Z(C') es binomial y, por tanto, m;;(C N (k*)%7) C Cn (k*)Z
(Teorema 1.5.11). Luego Izx N k[Zf] C Izx NE[Z]] y se tiene I, (pr) =
IZI: N k[ZZ] - Iz;f N k[Z;;] - IZ; N k[ZJ*] = I+(pj). Entonces, si m € Lz;:,
se tiene X™+ — pp(m)X™- € I (pr) C I+(p;), luego m € Lz (Teorema
1.3.5).

(]

Adems3s se tiene:

1. Como vimos en la Proposicién 2.2.29, si j € {1,...,r} entonces Lg;
es un subreticulo de Z%i de rango |Z7| -1y Sat (LZ;) = @Z;)L (QZ;
es el vector de exponentes de las componentes con célula asociada
Z]*) Por lo tanto podemos aplicar la Definicién 4.1.12 y calcular el
semigrupo asociado a Lz:, Sj = Ej((ZZO)Z;), generado por {g;; =
Pjle;) | i € Z7}, donde {ey,. .. ,¢€,} denota la base canénica de Z".

2. Como vimos en la Proposicién 2.2.32,si j € {r+1,... ,r+s} entonces
Lz+ es un subreticulo de 7% de rango |Z7| v tal que Sat (Lg;) =

Z%i. Por lo tanto podemos aplicar la Definicién 4.1.16 y calcular el
semigrupo asociado a Lz, Sj = @((ZZO)ZJ'), generado por {g;; =
Pile;) i€ Z7}.
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Como dijimos en 4.1.13 y 4.1.17, si 1 < j < r denotaremos g;; =
(hji, t(gi;)), para todo i € Zr, ysir+1<j<r+s entonces g;; = t(9ij),
para todo i € Z]’-k.

Teniend(l en cuenta estos elementos, se construye para cada 1 < j < r—+s,
el conjunto S; = S;jLI{oo}, con la estructura de semigrupo extendida a partir
de la de S y exigiendo que g + oo = oo para todo g € §j.

Definicién 4.2.21 Sea C C A"(k) una curva monomial. _Llamaremos
semigrupo asociado a la curva C al subsemigrupo de S1 X ...X Sp1s generado
por los elementos,

91 = (.911 T 'glr-‘rs)

9, = (gnl T gnr+s)
donde
(hj,;,t(gij)) st 1 S] <reziée Zj = Z;
Gij = t(gij) sir+1<j e Z'EZJ'_T:Z;
00 en otro caso (i & Z7)
Posteriormente, distinguiremos si 0o := (00, ... ,00) € S 0 no. Empece-

mos por caracterizar este hecho:

Proposicion 4.2.22 Sea S el semigrupo asociado a la curva monomial C.
Entonces, el elemento oo pertenece a S si y sdlo si para cada j € {1,...,1}
existe i € {1,...,n} tal que hj; = oo (es decir, tal que X; € Iz, o equiva-
lentemente, i ¢ Z;).

Dem. Por la definicién de S, 0o € S si y sélo si para todo j € {1,... ,r+s}
existe 7 € {1,...,n} tal que g;; = co. Pero esta condicién es equivalente a
que para todo j € {1,...,r} exista i tal que g;; = oo (es decir, i ¢ Z;). En
efecto, para todo k € {1,...,s}, Z{,,. = 2, C Zp, y existe i € {1,...,n}
tal que g;x = oo, es decir, i ¢ Zj y, por tanto, i ¢ 2, y se tiene gy, = 00.

[l

Con las notaciones que hemos establecido, vamos a dividir los elementos
del semigrupo S segun los tipos especificados en la siguiente definicién:
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Definicién 4.2.23 Dados un elemento y € S yk € {1,... ,r+ s}, diremos
que v es de tipo k si se cumple que:

Vi # 00 & 2 C Z5.

Notacién 4.2.24 Para cada k € {1,... ,r+s} denotaremos T}, := {y € S |
yesdetipo k}y By :={j€{l,...,r+s}|Z; C Z7} (es decir, los indices
de las coordenadas distintas de oo para los elementos de T}).

Veamos que todos los elementos de S salvo el oo (caso de que pertenezca
a S) son de uno de los tipos especificados. Es més, el conjunto S\{oc}
admite una particiéon dada por los subconjuntos 11, ... ,7T,1s. Recordemos
que el conjunto U es cerrado por intersecciones.

Proposicion 4.2.25

1. Para cada 1 < i <mn, si g, % 00 entonces g, es de tipo k, siendo k el
unico elemento de {1,... ,r+ s} tal que ﬂ{mez W Z2r=2;€eU.

2. Dado v = " |, m;, donde el elemento m; € S es de tipo k;, se tiene
que v # oo < [, Zp C 20, Ademds, siy # o0 y ) ZF =
Z; € U, entonces 7y es de tipo t.

Yi7#00

3. S\{oc} = T1 U ... U Trts, union disjunta y Ty # O para cada k €
{1,...,7r+s}.

4. Siy €Ty, entonces v = ZiEZ,’: lig,, li € Zxo.

Dem. Para i € {1,...,n}, si g, # oo entonces existe j € {1,...,r} tal
que i € ZJ, y por tanto ﬂ{zEZ*} Z € U. Sea k el tnico elemento tal que
ﬂ{lez* * = Z. Para este k es claro que si g;; # oo entonces Z C
Z7 ya que en este caso Z7 es uno de los que aparecen en la interseccion.
Reciplrocameme7 si Z; C Z;, como i € Z}, entonces g;; # o0. Por lo tanto
g, es de tipo k.

Sea v = >_F ; m;, donde m; € S es de tipo k;. Es claro que 7y # oo
si y sélo si my # oo para 1 < i < p, es decir, puesto que m; es de tipo
ki, st Z; C Z;. Por lo tanto, tenemos {l € {1,...,r + s} | 3 # oo} =
{te{l,....,r+s} UL 25 € 2/} En particular, Ui_; 25, €N, 200 21
Ademas, si ¥ # oo, entonces existe un tnico ¢t € {1,...,r + s} tal que
My200 20 = Z{- Entonces, si Z; C Z£ se tiene [ Ji_; Z};, € Zf y por tanto
7v; # oo. Reciprocamente, si 7; # oo entonces, por la construccién de Zf,
2 C ZJ’-‘. Con lo cual, v es de tipo t.
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Como hemos visto en 1, cada generador distinto de oo de S tiene un
tipo asociado. Ademds, si v € S es suma de generadores de S y, si v # o0,
aplicando 2 podemos construir su tipo asociado de forma tnica. 7Luego
S\{x} =T1U...UT,4s. Es més, para todo k € {1,... ,r+s}, T # 0 pues
basta considerar Y = Y ic 2 9, que cumple que, para todo j, yx; = 0o siy
s6lo si, para todo i € Z, gij = oo (es decir, i € Z7). Luego g = 0o siy
solo si Z}7 C Z;‘, por lo tanto 7, €8 de tipo k.

Finalmente, sea vy = . ; l,-gi un elemento de tipo k, y supongamos que
para cada i € J, g, es de tipo k7. Aplicando 1, se deduce ¢ € Z; . Ademds,
como 7 es de tipo k, aplicando 2 tenemos que U{ieJ\lﬁéo} Z;; C Z[, y por
tanto ¢ € ZJ} para todo i € J con [; # 0.

O

Utilizando este resultado, podemos demostrar que la condiciéon necesaria
y suficiente para que dos elementos de S de tipo k sean iguales es que su
coordenada k-ésima sea igual (esta es la razén bésica de la importancia de
la construccién de Tj,).

Proposicién 4.2.26 Si vy y n son elementos en Ty tales que v, = ng, en-
tonces v = 1.

Dem. De la Proposicion 4.2.25, se tiene

y=D mig, ¥ n= ) mgi  mon € (Zxo)%.
i€z i€z

Sea j € By; es decir, Z; C Z7 y por tanto 7, # oo y n; # co. Entonces,
v = ®;(m) y n; = 9;(n) siendo ¥; el homomorfismo utilizado para definir
el semigrupo S; (Definicién 4.1.12 cuando 1 < j < r y 4.1.16 cuando r +
1 <j<r+s). Como vy, = n, entonces m —n € Lz, (Proposicién
4.1.20). Ademds, utilizando la Proposicién 4.2.20, como Z} C Z7 entonces
Lz C Lz: (inclusién a través del embebimiento natural ZZ: C Z%7). Por
lo tanto m —n € Lg;, de donde se deduce que ~y; = n; (Proposicién 4.1.20).
Como v y n son de tipo k, y 7; = n; para todo j € By, se tiene v = 1.
O

Teniendo en cuenta estos resultados podemos demostrar que el anillo
de coordenadas de la curva C' es isomorfo a un cociente de la k-dlgebra
k[S]. Empecemos por el caso mds simple, que es aquel en que se cumpla la
condicién (H) siguiente:



150 CAPITULO 4. k-ALGEBRA DE CURVAS MONOMIALES

Existe A € Z" | prz, (A)™ = pj(m), Vj€{l,... ,r},Vm € Lz, (H)
(condicién que estudiaremos en el apéndice 2)

Para cada 1 < j < r + s, consideremos la k-adlgebra asociada a S,
k[S;] = @,Yj €s; kx}j . Del mismo modo, tenemos la k-algebra asociada a S,
k[S] = D, cskx?. En adelante, denotaremos ¢ = 1sico € Sy e =0en
otro caso. Cuando € = 1, el ideal de k[S] generado por x> es exactamente
{2 |\ €k}

Se construye, para cada j € {1,...,r + s}, el homomorfismo

aj : k[S]/(ex>2) — k[S]]
XL+ (ex®) — X;j sl # 00
XX+ (ex=) — 0Osiyj=o0,

y el homomorfismo

a: k[S]/ (ex®) — k[S1] X ... X E[Sp4s] , a = (a1, ... ,0pys) -

Proposicion 4.2.27 « es inyectivo.

Dem. Sea f = ZZGS\{OO} AyxT tal que f + (ex*) € ker(a). Podemos
distribuir los términos de f de acuerdo con el tipo de sus exponentes; es
decir, f = Y115 fr,, donde fr, = > e, MXE. Es claro que si j ¢ By,
entonces a;( fr, + (ex>2)) = 0. Por lo tanto,

a(f+E) = > > M.

{k|j€Br} 1€Tk

Denotemos:

Xij = Z /\lxyv‘j :
ZET;C

Como f + (ex=2) € ker(e;), tenemos que, para cada 1 < j <r+s:

> Xi=0 (4.3)

{klj€Bu}
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Por la Proposicién 4.2.26, cada v, € Si aparece a lo sumo como coor-

denada k-ésima de un elemento y € Tj, luego de Xjy, = 2% AA/X',Z’“ =0

€T,
deducimos A\, = 0 para todo v € Tj. Asi, para ver que f = 0 es suficiente
probar X, = 0 para todo k. Obsérvese que también hemos probado que
Xpr = 0 implica Xj; = 0 para todo j € By.

Veamos entonces que Xy = 0 para todo k € {1,... ,r + s}. Definamos
el nivel de la célula Z;‘ como el maximo de las longitudes, [, de cadenas
Z5 & 2 & ... & 2, = Z] en U. En la demostracién razonaremos por
induccién sobre nivel(Z7).

Si nivel(ZJ’»k) =0y j € By, entonces k = j, ya que Z; C Zj’»k. Por lo tanto,
la ecuacién (4.3) nos dice X;; = 0. Supongamos que nivel(Z;) =1 >0y
elijamos k # j, de forma que j € By. Entonces Zj C Z¥ y Z; # Z7, luego
nivel(Z}) < l. Por lo tanto, como k € By, aplicando hipétesis de induccién
tenemos que Xy = 0 y entonces Xj; = 0, como hemos dicho en el parrafo
anterior. Aplicando la ecuacién (4.3) se deduce X;; = 0 como querfamos
demostrar.

0

Teorema 4.2.28 Sean C una curva monomial cumpliendo la condicion (H)
e I su ideal asociado. Entonces el nicleo del homomorfismo,

kX, Xe] — K[S]/ (ex®9)
Xi = Ax% 4 (ex®)

es el ideal I.

Dem. Sea A un vector que cumpla la hipétesis (H). Consideremos, para
cada j € {1,...,r + s}, el homomorfismo:

¢j : k[Xl, 7Xn] — k[S]]
X; — dixj'siieZ
Xi — 0sii¢g 2,

y el homomorfismo

G k[X1,. .., Xn] — k[S1] X ... X E[Spis] . b= (1s.r. s Dris)

Por la Proposicién 4.2.1, para cada j € {1,... ,r+s}, ker(¢;) = I (p;)+
Mz, donde p; : Lj — k™ estd definido por pj(m) = (Az)™, siendo L; el
reticulo asociado a (Sj,{gi; | i € Z7}). Por (H), pj(m) = pj(m) y se tiene
que ker(¢;) = IZ; para cada j € {1,...,r}. Por otra parte, debido a la
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Proposicién 4.2.20, LZ:H CLzy pr(m) = pryr(m), para todo m € Z* ;.
Luegosim € Lz , setiene (prz«  (A))™ = (prz; (A)™ = pr(m) = pryr(m)
y por tanto, por un razonamiento andlogo al anterior, también ker(¢;) = I z:
parar+1<j<r+s.

Puesto que, como consecuencia de la Proposicién 2.2.30 se tiene I =
ﬂ;:f Iz, se deduce ker(¢) = I. Por otro lado, es claro que a0t = ¢, luego,

como « es inyectiva, ker(y) = ker(¢) = I.
O

Corolario 4.2.29 Sean C una curva monomial cumpliendo la condicion
(H), S el semigrupo asociado a C' y {gl, .. ,gn} un sistema de generadores
de S como en la Definicion 4.2.21. Entonces, si I es el ideal asociado a
C, el homomorfismo ¥ : k[X]/I — k[S]/(ex®2) dado por ¥(X; + I) =
AixZi 4+ (ex22) es un isomorfismo.

Corolario 4.2.30 El ideal I es S-homogéneo.

Nota 4.2.31 De hecho se puede comprobar sin dificultad que todos los
binomios de I son homogéneos y que los elementos de grado oo de I (caso
de existir) son exactamente suma de monomios que pertenecen a I.

Veamos un ejemplo de una curva monomial que satisface (H), y, en este
caso, construiremos el semigrupo asociado y el isomorfismo planteado en el
corolario anterior.

Ejemplo 4.2.32 Consideremos la curva monomial compleja C' = Cy UCy U
C3 U Cy U5 Uy, cuyas componentes tienen parametrizaciones:

.let .’Elzt .let
o $2:2t2 o 1'2:21752 o $2:—2t2
C1=9 ay—sr @) ay= 88 B=Y 4= s
l‘4=0 l‘4=0 x4:()

l'lzt 1‘1:0 1'1:0

_ $2:—2It2 _ 1’220 . $2:0
04_ 1’3:81t3 C5_ 1‘3:t3 06_ :L'3=t
.%‘4:0 .%'4:t2 1‘4:0

Con estos datos U = {21, 29, Z3, 24}, siendo 21 = {1,2,3}, Z9 = {3,4},
Z3 = {3} y 24 = . Para cada j € {1,...,4} denotemos por p; : Lj —
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k* el cardcter parcial cumpliendo Iz, = I(p;) + M(Z;). Como vimos
en el Ejemplo 2.3.8, Ly = ((—8,4,0),(3,-3,1)) C Z#'. Ademés es facil
comprobar que Ly = {(—2,3)) C Z?? y L3 = (0) C ZZ3. Por iltimo, el caso
degenerado Z4 = () se corresponde con Ly = (0) C Z? (Nota 4.1.19). Como
hicimos en el Ejemplo 4.2.14, calculamos el semigrupo asociado a L; que
resulta ser S1 = ((1,3),(2,3),(3,0)) CZ$Z/(4). Para Ly y L3, estamos en
la situacién de tinica componente con célula Z9 y con célula Z3, y se tiene
Sa=(3,2) CZ>py S3= (1) C Z>p. En el caso degenerado, el semigrupo a
considerar es S; = {0} = Z".

Por lo tanto el semigrupo asociado a C' es el semigrupo S C §1 X §2 X
§3 X §4, generado por los vectores fila de la matriz:

(1,3) o0 oo o0
(2,3) o0 oo o0
(3,00 3 1 o

00 2 oo o0

El vector A = (1,2,8,1/4) cumple que para cada j € {1,2,3,4} se tiene
prz;(A) € V(I(p;)). En efecto, si j = 1, el resultado se deduce de lo visto en
el Ejemplo 4.2.14. Como (8, 1/4)(_2’3) = 1, también es valido para j = 2.
Los casos j = 3 y j = 4 son triviales. Por lo tanto, aplicando el Corolario
4.2.29, el homomorfismo S-graduado

¢ k[X]/T — K[S]/{ex™)
X1+ — 1X((1,3),oo,oo,oo)
Xo+1 +— 2X((2,§),oo,oo,oo)
Xs+1 — 8X((3’0)’3’1’OO)
Xy+1 — 1/4x(020000)

es un isomorfismo.

Nota 4.2.33 En el caso Zvj = (), se puede prescindir en el semigrupo de la
coordenada, oo, correspondiente a Z;, obteniendo un semigrupo isomorfo, y
por tanto un isomorfismo de k-algebras (Lema 4.1.21).

Como hemos visto, hemos establecido el isomorfismo cuando las curvas
monomiales cumplen la condicién (H). Como vemos a continuacién, existen
casos de curvas monomial que no satisfacen (H).
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Ejemplo 4.2.34 Consideremos la curva monomial compleja C' = C; UCy U
C3 U Cy U5 Uy, cuyas componentes tienen parametrizaciones:

o $2:3t o 1‘2:%252 o $2:0
Cl_ x3:4t2 02_ x3:t4 C3_ x3:0
x4 =0 T4 =1 Ty = 2t

x1:0 1'1:0 l’lzt

_ $2:3t _ 1'2:0 _ .’L‘QZO
04_ $3:4t2 05_ I‘gZO CG_ 933:0
.7}4:0 .T}4=t $4=0

Con estos datos, U = {21, 29, Z3, 24, Z5, Z¢, 27}, siendo 2, = {1,2,3},
Zy = {27374}7 Z3 = {174}7 Zy = {273}7 Z5 = {4}7 Z = {1} y 27 = 0.
Para cada j € {1,...,7} denotemos por p; : L; — k* el cardcter par-
cial cumpliendo Iz, = Iy(p;) + M(Z;). Si buscamos un vector A € C*
cumpliendo la condicién (H), en particular tiene que cumplir que:

A€ VI(p1)) NV (I(p2)) NV (I(p3))

Como en este caso los ideales Iz, = I (p;) + M(Z;) son ideales de curvas
monomiales irreducibles, si dicho vector existe, tiene que ser valido como
vector de coeficientes de una parametrizacién monomial para C; (1 < j < 3).
Por lo tanto, si existe A = (A1, A2, A3, A1) € V(L (p1)) NV (L(p2)) NV (L(p3)),

entonces el sistema de ecuaciones

1= )\1053 %
3= )\20[ 1= )\3,@4
4 = \3a? 1

tiene que tener solucién en C (Proposicién 2.1.9). Pero este sistema no tiene
solucién, por lo tanto C' no cumple la condicién (H).

Veamos ahora qué pasa si no se dispone de la condicién (H). En este
caso se obtiene un resultado analogo al Corolario 4.2.29 aunque menos ‘“re-
dondo”. Vamos a ver que K[X1,...,X,]/I es también isomorfo a una k-
algebra S-graduada, cuya estructura es, en general, mas complicada que la
de k[S]/(ex=2). Las demostraciones son, con ciertas precisiones que haremos,
completamente analogas a las del caso anterior, por lo que no las detallare-
mos.
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r+s

—
Sea A =k x ... x k. De forma andloga a la construccién de k[S] se puede
construir A[S], que es una k-dlgebra S-graduada (de hecho un k[S]-mdédulo
graduado).

Para cada 1 < j <7+ s, elijamos A; € k" tal que (A;)zx € V(I(p;)) ¥
)\jiZOSiigéZ;.
Para cada v € S se considera el subconjunto de A dado por
Ol = {()\113 cee a>\r+s,1)i1 T (/\1717 cee a)\r+s,n)in | ilgl +...+ ann = 1}
= {(A A ,)\;grsyl.../\ilw) li1g, + ... +ing, =7}

y sea A, el k-subespacio vectorial de A generado por C,. Es claro que

Av:{(f()\n,... An)s oo f sty oo s Argsin) | feklXy,. .., X,] }

[ de grado v
(donde se considera en k[X7, ..., X, ] la graduacién que a X; le asigna grado
9)- _
Sea Ac = @ZG s AyxT C A[S]. Es obvio, por construccién, que Ac es

k[S]-subélgebra de A[S].

Lema 4.2.35 Sean v = (71,-.. ,%r4s) €S y (a1,... ,ar4s) € Ay, Siyy =
00, entonces aj = 0.

Dem. La demostracién es obvia, pues, por construccion
.= . . il “ e Zn
a; = E Qiin A1 Ay
i1g,+.ting =7

y, para cada sumando, puesto que ; = oo, existe k tal que ig, > 0y gr; = o0,
con lo que )\ijOy)\;ll...)\;% =0.
O

Lema 4.2.36 Si f es homogéneo de grado v = (1, .. ,Vr+s) entonces para
todo \,... ,\p € k y para todo j € {1,...,r+ s}

FOXIY, oo X 9) =X fF( A, )

Dem. Basta probarlo para los monomios f = Xfl - Xin con i1g, + ...+
ing, =7 Al sustituir resulta,

FOUXT o Ax ) = XY - Ay 9 Fimsng = f(ag, L X
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Proposicién 4.2.37 Seay = (71,... ,Vr+s) € S con # 00 y sea (ay,. .. ,
Urts) € Ay. Entonces, siap =0y Z; C ZJ’-‘ se tiene a; = 0.

Dem. Puesto que (a1,..., arys) € Ay, existe f € k[X1,...,X,], suma de
monomios de grado 7, tal que a; = f(\i1, ... , A\in) para todo i. Puesto que
Ve F# 00, si mig, + .. -Mpg =7 entonces no se puede tener g;r = 00 a
menos que m; = 0. Por tanto, f es suma de monomios de k[Z[], y se tiene
a; = f((A;)z;) para todo .

Puesto que a; = 0, se tiene f(Ak1,... , Agn) = f(@k)zg) =0, y por el
Lema 4.2.36, f(Ar1x9*, ..., Ainx97*) = 0, conlo cual f € I (pg) (Proposicién
4.2.12).

Ahora bien, Z; C Z7, entonces I (px) C I+(p;) (Proposicién 4.2.20),
asi que f € I (pj) y por tanto a; = f(Aj1,...,A\jn) = 0.

(]

Se construye, para cada j € {1,...,r + s}, el homomorfismo

aj i Acf (ex=) — K[S)]

(a1, ares)XL+ (EX2) — a]Xz.j siyj # o0
(a1,...,0r45)XT+ (ex®) — 0 siyj=o00,
y el homomorfismo
o Ao/ (ex®) — k[S1] X ... X k[Srys] , @ i=(Q1,... ,Qrys) .

Proposicion 4.2.38 « es inyectivo.

Dem. La demostracién es similar a la que vimos en la Proposicién 4.2.27,
salvo que ahora en la ecuacién (4.3), Xz = > A, X* = 0 se sustituye por
ZETk -

Xk = >, prk(AW)X%k = 0, y se deduce pry(A,) = 0. Pero por ser vy € T},
YET - - o
entonces 7y, 7# 00, y para todo j con 7; # oo se tiene Z; C Z¥, luego, por
la Proposicién 4.2.37, pr;(A,) = 0, y teniendo en cuenta también el Lema
4.2.35, A, = 0. -
B O

Corolario 4.2.39 Sean C una curva monomial, S el semigrupo asociado
a C vy {gl, e ,gn} el sistema de generadores de S dado en la Definicion
4.2.21.  Entonces, si I es el ideal asociado a C, el homomorfismo V¥ :
k[ X]/I — Ac/{(ex®) dado por U(X; + 1) = Ay s Arrsi) X% + (EX)
es un isomorfismo.
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Corolario 4.2.40 El ideal I es S-homogéneo.

4.3 Apéndice 1: Lema de Nakayama

Cuando S es un semigrupo cancelativo y combinatoriamente finito, entonces
se cumple el lema de Nakayama para el anillo S-graduado, k[X], y el ideal
irrelevante, k[X]1. Este resultado nos permitird demostrar que los sistemas
de generadores minimales (por contenciones) de k[X]-modulos S-graduados,
son minimales en nimero de elementos.

Proposicion 4.3.1 Sean S un semigrupo combinatoriamente finito y A un

anillo S-graduado. Entonces el conjunto Ay = @geS—{o} Ay es un ideal de
A.

Dem. Como S es combinatoriamente finito, por la Proposicién 4.1.3, g +
g #0sige S\{0}. Porlo tanto, si f € Ay h € Ay entonces fh e Ay.
O

Definicion 4.3.2 Llamaremos a A, ideal irrelevante de A.

Veamos que si el semigrupo S es cancelativo entonces se cumple el lema
de Nakayama para mddulos S-graduados.

Lema 4.3.3 (Nakayama) Sean S un semigrupo cancelativo y combinato-
riamente finito y A un anillo S-graduado. Si M = ©4esMy es un A-mddulo
finitamente generado y S-graduado e I es un ideal S-homogéneo contenido
en A4, entonces

M=IM = M =0.

Dem. Sea {mi,...,m,} un sistema de generadores homogéneos del A-
moédulo M, donde m; es homogéneo de grado g;, para 1 < i < r. Como
M = IM, existen \;; € I cumpliendo,

mi1 = A\i1mi+ ...+ A\ipmy

My = Ap1M1 + .« o+ Appy

Si consideramos la matriz C' = ()\;;) entonces (C' — I,)m; = 0 para todo
i € {1,...,r}. Multiplicando la igualdad por la matriz traspuesta de la
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adjunta de (C' — I), se tiene que det(C — I,)m; = 0 para todo i. Por lo
tanto, existe € I cumpliendo (1 + x)m = 0 para todo m € M.
Supongamos que M # 0 y elijamos m € M tal que m # 0y m es
homogéneo de grado g. Escribamos = = x4, + ...+ x4, con x, homogéneo
de grado g¢;, gi # 0 (I C A} ). Entonces tendriamos m = am = xgm+...+
xg,m, lo cual es imposible pues, por ser S cancelativo, g; + g # g para todo
1. Por tanto M = 0.
O

Corolario 4.3.4 Sean M, N dos A-mddulos finitamente generados y S-
graduados e I un ideal S-homogéneo contenido en Ay. Si M = N + IM
entonces M = N.

Dem. Consideremos el A-médulo finitamente generado y S-graduado, M/N.
Como M/N = I(M/N), aplicando el lema de Nakayama obtenemos el re-
sultado.

O

Corolario 4.3.5 Sean S un semigrupo cancelativo y combinatoriamente
finito y A un anillo S-graduado. Si M es un A-mddulo finitamente generado
y S-graduado, entonces

M=N+AM=M=N.

Dem. Como S es combinatoriamente finito entonces A; es un ideal S-
homogéneo de A (Proposicién 4.3.1), por lo tanto el resultado es consecuen-

cia del corolario anterior.
O

Corolario 4.3.6 Sean S un semigrupo cancelativo, combinatoriamente fi-
nito y finitamente generado, y A = {g1,... ,gn} un sistema de generadores
de S. Consideremos el anillo k[X] con la estructura S-graduada que asigna
grado g; a X;. Si M es un k[X]-mddulo S-graduado y finitamente generado,
entonces todos los sistemas minimales de generadores de M tienen el mismo
numero de elementos.

Dem. Es claro que k[X]/k[X]+ ~ k. Consideremos el k-espacio vectorial
M = M/k[X].M y sea d su dimensién. Veamos que existe una biyeccién
entre las bases de M y los sistemas de generadores minimales de M.

Sea B = {my,... ,mg} una base de M y elegimos para cada clase m; un
representante m;. Como M = Z‘ij:l m;k[X]+k[X]+ M, aplicando el lema de
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Nakayama se tiene M = Y% m;k[X] y por tanto el conjunto {my, ... ,mg}
es un sistema de generadores de M.

Reciprocamente, es obvio que si C = {mq,... ,m,} es un sistema de
generadores de M, el conjunto C = {my,... ,Mm,} es un sistema de gener-
adores de M.

Por tanto, los sistemas minimales de generadores de M se corresponden,
via paso al cociente, con los sistemas minimales de generadores de M, esto
es, las bases de M, que tienen todas el mismo ntimero de elementos.

O

Nos planteamos si un resultado de este tipo sera cierto en el caso de que el
semigrupo sea uno de los asociados a curvas monomiales, pues una respuesta
afirmativa nos permitiria asegurar que los sistemas minimales de generadores
de Z(C) tienen un nimero de elementos fijo, y aplicar los procedimientos
combinatorios de [BCMP1] para calcular una resolucién libre minimal de
(0.

El semigrupo de una curva monomial no es cancelativo ni combinato-
riamente finito, (debido a las componentes co), pero, en cierto sentido, se
aproxima a serlo, al menos en el caso de curvas por el origen. Veremos que
en este caso hay un resultado similar al lema de Nakayama, pero que no
sirve para establecer un resultado similar a 4.3.6.

Sea C' una curva monomial por el origen, es decir, todas las componentes
irreducibles de C' pasan por el origen y, por tanto, U = {Z1,...,2,} ¥y
hj; # 0 para todo j € {1,...,r} y para todo i € {1,... ,n}.

Consideremos el semigrupo S = (gl, ceey Qn> definido en 4.2.21.

Proposicion 4.3.7 Sea A un anillo S-graduado. FEntonces el conjunto
Ay =Dyes—qo} Ag €5 un ideal de A.

Dem. Como C' es una curva por el origen, si g € S\{0} entonces existe
Jj€A{l,...,r} tal que g; = (a,t(gj)) con a € Z~g. Por lo tanto, g + g’ # 0
si g € S\{0}. Luegosi f € Ay hec A, entonces fhec Ay.

]

Definicion 4.3.8 Llamaremos a Ay ideal irrelevante de A.

Lema 4.3.9 (Nakayama) Sean A un anillo S-graduado, M = @®gesM,
un A-mdédulo finitamente generado y S-graduado e I un ideal S- homogéneo
contenido en A,. Entonces

M=A.M= M= M,.
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Dem. Razonando igual que en la demostracion de 4.3.3, existe x € [
cumpliendo (1 + z)m = 0 para todo m € M.

Supongamos que M # My y elijamos m € M tal que m # 0y m
es homogéneo de grado g con g # 0. Escribamos r = =Ty ..+ Ty
con I homogéneo de grado Yoo Vs #0 (I C Ay). Entonces tendr1am05
m = TM = Ty M+ ...+ Ty M, PEro esto es imposible ya que, teniendo en
cuenta la estructura de Sy que g # 00, se tiene g # g + 7, para todo 7. Por
tanto M = M.

O

Corolario 4.3.10 Sean A un anillo S-graduado y M, N dos A-mddulos fini-
tamente generados y S-graduados. St M = N+A, M y Noo = Mo entonces
M = N.

A pesar de estos resultados en general no es cierto que los sistemas
minimales de generadores de ideales S-homogéneos tengan el mismo nimero

de elementos, como se comprueba en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.3.11 Consideremos la curva monomial C' = C7UC5UCj3, donde

_ y =t _ ) y=0 _) y=0
Cr = z2=0 , G2 = z=t yCi = z=0
w=20 w=t* =0

Sea S = ((1,2,1),(2,00,00), (00,1,00), (00,4,00)). Como la curva C es
monomial, Z(C') es S-homogéneo. Se puede comprobar que los conjuntos

= (XY — Y2 ZX — 73,2V, Z* -~ W} y T2 = {X?Y — Y%, ZX —
73, 2Y + WY, ZY — WY, Z* — W}, son sistemas minimales de generadores
de Z(C) y tienen distinto nimero de elementos.

4.4 Apéndice 2: Curvas monomiales con la condi-
cién (H)

En este apéndice estudiaremos un poco més la condicién (H) de la seccién
4.2.3, lo cual nos servird para decir alguna propiedad més de los ideales bino-
miales de k[ X *]. De paso, veremos un algoritmo que serviré para comprobar
cudndo una curva monomial satisface la condicién (H).
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Consideremos un conjunto de células U = {Z1,..., 2} con Z; C {1,...
,n} para todo j € {1,...,t}. Supongamos que para cada j tenemos un
caracter parcial p; en 7%, pj + Ly — k*. En estas condiciones, nuestro
objetivo es determinar cudndo existe un vector A € k' cumpliendo que para
todo j € {1,...,t},

prz; (A)™ = pj(m), YVme Ly
es decir, cuando se cumple la siguiente condicion:
N prz (A) € VI(p) (€ ()F), Vil b} (44)

Consideremos, a partir de ahora, una curva monomial C' con células
Zi,...,2Z; tal que U;:l Z; ={1,... ,n}. Denotemos, paracadaj € {1,... ,t},
f(pj) a la extensién del ideal I(p;) al anillo k[X*], y sea J = 23:1 f(pj).

Teorema 4.4.1 Con las notaciones anteriores, existe A\ cumpliendo la condi-
cion dada en (4.4) siy solo si J es un ideal propio. Ademds, en caso de que
exista A € J.

Dem. Es claro que A cumple la condicién dada en (4.4) si y sélo si A €
Z;Zl I(p;). Entonces, aplicando el teorema de los ceros de Hilbert, se ob-
tiene el resultado.

O

Como vimos en el Teorema 1.3.5, si J es binomial y propio entonces
existe un cardcter parcial p : L, — k* con L, C Z" y L, # 0 tal que
J = I(p). Reciprocamente, si J = I(p) entonces J es binomial y propio.

Por lo tanto, A existe si y sdlo si J es un ideal de caracter parcial. Vamos
a ver cémo son el reticulo y el cardcter asociados a J en este caso.

Veamos primero cémo calcular el reticulo asociado a un ideal binomial
propio de k[X*], I(p), conocido un sistema de generadores de I(p). Para
ello empezaremos por caracterizar L, en funcién de cualquier familia de
generadores de I(p).

Proposicion 4.4.2 Sean L C Z"™ y p : L — k™ un reticulo y un cardcter
parcial, y supongamos que S = {X™ —¢q,... , X™r — ¢, } es un sistema de
generadores de I(p). Entonces L = (my,...,m,).
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Dem. Sea X™—c un binomio de I(p). Como S es un sistema de generadores

para I(p), existe un conjunto de binomios A = {b1,... ,b,} tales que
P
Xm—c=>Y b, (4.5)
i=1

y cada b; es de la forma b; = a; X% — a;cj, X% con 1 < j; <r. Sean T
el conjunto de términos de binomios de A, y E el conjunto de exponentes
de los términos t € T'.

De (4.5) se deduce que m € E. Denotemos n, = m, marquemos en A
los términos de exponente m y construyamos el conjunto By formado por
los binomios de A con al menos uno de sus términos marcado. Sea Ty el
conjunto de los términos no marcados de los binomios de By. Es claro que

Xm=3"b->t.

be By teTy

Supongamos construidos n, ... ,n;_1, Bi—1y Tj—1. Siexiste algun término
en 7;_; de exponente distinto de 0, se elige uno de ellos, se denota por n; a
su exponente, se marcan (ademads de los que estaban) los términos de grado
n; y se construyen B; como el conjunto de binomios de A con al menos uno
de sus términos marcados y 7; como el conjunto de términos no marcados.
Es claro, aplicando induccién, que se tiene

Xm=>"b->t.

beB; teT;

El proceso termina cuando todos los términos de T tienen exponente 0,
en cuyo caso, puesto que X™ + >, ., t € I(p), debe ser Y, cp t = —cp.

Veamos que para cada j € {0,1,...,s}, existen m,m* € L tales que
n; — m = m — m*. Razonando por induccién, el resultado es cierto para
j = 0. Supongamos que también lo es cuando k € {0,1,...,5 — 1}. Sea
t€Tjconexp(t) =n;yseabe& Bj_qconb=t+ t, t ya marcado, es decir,
exp(t) = my, con k < j. Por hipétesis de induccién, existen m;,mj € L
tales que n;, — m; = m — mj. Pero b € A, luego existe i € {1,...p}
con b = b = a; X% ™ — a;c;; X%i. Razonando con las dos expresiones

encontradas para b, se ve que existen dos posibles casos:

(a) n; =7, +m; yn, =7, Por lo tanto para los valores m = m; + m;,
y m* := m] se cumple la igualdad deseada.
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(b) ng =7,y n =7y +m;. Por lo tanto para los valores m := m; — m;,
y m* :=mj se cumple la igualdad deseada.

En concreto, para el caso j = s se tiene n, = 0, y de la igualdad se
obtiene m € L.
O

Teniendo en cuenta este resultado podemos caracterizar cuando la suma
de ideales binomiales propios de Laurent es un ideal propio.

Proposicion 4.4.3 Sean py : L1 — k*,... ,pr : L, — k* caracteres par-
ciales de Z" y L = L1 + ...+ L. Entonces 25:1 I(pj) es un ideal propio si
y solo si existe un cardcter parcial p : L — k* que extiende los caracteres p;
al reticulo L. Ademds, en el caso de que exista, sim € L ym = 22:1 m;,
con m; € Lj para todo j, entonces p(m) = H§:1 pji(m;).

Dem. Denotemos J = Z;Zl I(p;j). Si J es binomial y propio, entonces
sabemos que existe un cardcter p : L, — k* tal que J = I(p). Pero aplicando
la Proposicién 4.4.2, se tiene L, = Ly + ...+ L, = L. Ademds, para todo
je{l,...,r}, sim e Lj entonces X™ — p;(m) € J. Pero como J = I(p)
entonces p(m) = p;j(m), y por tanto p es una extension de p; a L.

Reciprocamente, supongamos que existe p : L — k* tal que para todo
je{l,...,r}, p(m) = pj(m) cuando m € L;. Veamos que 3%, I(p;) =
I(p). La contencién »%_, I(p;) C I(p) es obvia. Sea m € L, entonces
existen m; € Ly ,..., m, € L, tales que m = Z;Zl m;. Si r > 2, utilizando
la igualdad 1.1 del Capitulo 1, se tiene

'rfl

i m; r—1 r—1
a Zm ™ (3 )X+ p(Y ) (X2 — plam,))
j=1 J=1
Luego
XT: N TX—:I r—1
X7 = p(> " my) € (X5 = p(> " my), X — p(m,)
j=1 =1
y por recurrencia X2-i=1™ — p(3_ymy) € ({X™ — p(my),... Xm0 —

p(m,)}), luego X™ — p(m) € 377, I(p;)-
Ademss, si el caracter p existe, es claro que se define de forma unica a

partir de los caracteres p1,... , pr, como se indica en el enunciado.
O



164 CAPITULO 4. k-ALGEBRA DE CURVAS MONOMIALES

Teniendo en cuenta estos resultados, el siguiente algoritmo nos propor-
ciona un método para determinar cuando una curva monomial cumple la
condicién (H), aunque es un método demasiado complicado, dado que sélo
hay que comprobar si I(p) es propio.

Debido a esto y a que una escritura mas formal complicaria su com-
prensién, escribiremos el algoritmo de forma descriptiva, sin detalles.

Algoritmo 4.4.4

Input: {hy,... ,hg} T (Z>0U{oc})", {A1,...,Ag} CE".

Output: NO o \ € k™.

Paso 0: Calculamos, para cada j € {1,...,d}, Z; ={i € {1,...n} | \; #
0}. Tras eliminar los Z; repetidos, redefinimos el conjunto {Z1,... ,2Z,}.
Paso 1: Para cada j € {1,...,r}, se define A; ={k e {1,...,d} | 2, =
Z;} y se comprueba mediante 2.3.11 si {((hy)z;, (Ar)z,) | J € Aj} es el
conjunto de vectores de las parametrizaciones de una curva monomial en la
célula Z;. Si la respuesta es NO, el algoritmo termina y devuelve NO. De
no ser asi, se obtiene una base del reticulo L; asociado a dicha curva, y el
cardcter parcial p;. Anadiendo ceros, se considera Lj como subreticulo de
7",

Paso 2: Se construye L = L1+ ...+ L,, obteniendo una base como subcon-
Junto de la unién de las bases de los L; ya obtenidas. Se construye, usando
esta base, el cardcter sobre L, p, que extiende a los p;.

Paso 3: Comprobamos si p extiende a los pj, examinando su accion sobre
los elementos de las bases de los L; que se eliminaron para construir, en el
Paso 2, una base de L. Si no es ast, el algoritmo termina y devuelve NO.
Paso 4: A partir de p se busca A usando el Algoritmo 2.4.7. Entonces el
algoritmo devuelve \ y termina.

Teorema 4.4.5 Sea C' = C1U...UCy una curva monomial, y sea {21, ... , 2.}
el conjunto de células asociadas a las componentes de C. Para cada j €
{1,...,r} consideremos el cardcter p; : Lz, — k* tal que Z(C N (k*)%) =

I (pj) + M(Z;). entonces existe A € k™ tal que

prz,(A) € V(I(p;)) para todo j € {1,... ,r}
st y solo si el Algoritmo 4.4.4 aplicado a ({hq,... hg}, { A1, Ag}) de-

vuelve ' = )\ y este vector es uno de los que cumplen la condicion.

Dem. La demostracion se deduce de forma inmediata de los resultados
anteriores.

O
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